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RESUMO - Este artigo apresenta uma formula¢do numérica mista de andlise limite, baseada no método dos
elementos finitos (MEF), para problemas de estabilidade axissimétricos em geotecnia. O problema de progra-
macao matemadtica resultante € tratado por métodos nao lineares. O solo pode ser modelado como meio con-
tinuo ou refor¢ado. Para discretizacdo do continuo sdo empregados elementos quadrilaterais de 4 nds. As in-
terfaces (solo-estrutura e solo-refor¢o) podem ser modeladas através de elementos de interface sem espessura
de 4 né6s. O reforco pode ser discretizado através de elementos especiais, sem espessura, de 2 nés. O solo e as
interfaces sdo idealizados como materiais rigido-pldsticos perfeitos, na hipétese de validade da teoria plastici-
dade associada. Para o solo é empregado o critério de escoamento de Mohr-Coulomb e a condicio de escoa-
mento das interfaces € descrita pelo critério de Coulomb. Os exemplos estudados pela implementagdo numé-
rica realizada (fundacio superficial em solo homogéneo ou refor¢ado, escavagio circular e estaca sujeita a tra-
¢d0) mostram um desempenho adequado da metodologia apresentada no trabalho para a solu¢do de problemas
axissimétricos de Engenharia Geotécnica.

SYNOPSIS —This work presents a mixed formulation for limit analysis using the finite element method (FEM)
to solve stability problems in geotechnical engineering under axisymmetric conditions, where the obtained
mathematical programming problem is treated by non linear methods. The soil can be modeled as continuous
or reinforced medium. The continuum is discretized using 4-node quadrilateral elements. The interfaces (soil-
structure and soil-reinforcement) can be modeled using 4-node zero-thickness elements. The reinforcement
can be discretized through special 2-node elements, without thickness. The soil and the interfaces are idealized
as perfect rigid-plastic materials and the associated rule of plasticity is obeyed. For the soil description, the
Mohr-Coulomb yield criterion is used. The yield condition for the interfaces is described by the Coulomb
criterion. The examples studied by the numerical implementation (shallow footing in homogeneous or
reinforced soil, circular excavation and pile under traction) reveal a relevant performance of the methodology
presented in this paper for the solution of geotechnical problems under axisymmetric conditions.

1- INTRODUCAO

Problemas de estabilidade em geotecnia sdo aqueles que tratam da ruptura de massas de solo,
solos reforcados ou macicos rochosos.
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Na prética da engenharia civil, a solug¢do destes problemas € mais comumente obtida através
do método do equilibrio limite (ver, por ex., Terzaghi, 1943; Taylor, 1948; Bowles, 1982). A solu-
¢do destes problemas pode também ser obtida pela andlise limite com base nos Teoremas Limites
da plasticidade (Drucker et al., 1952). A demonstracio destes teoremas € fundamentada nas se-
guintes hipdteses: material elastoplastico ideal com lei de fluxo associada, convexidade da super-
ficie de escoamento e validade da teoria das pequenas deformagdes.

Finn (1967) e Chen (1975) empregam os Teoremas Limites (superior e inferior) para a solu¢do
de um grande nimero de problemas geotécnicos.

Em vérios trabalhos, os problemas de estabilidade em geotecnia sdo formulados pelo método
dos elementos finitos, obtendo-se um problema de programa¢do matemadtica ndo linear (Casciaro e
Cascini, 1982; Tamura et al., 1987; Borges, 1991; Singh e Basudhar, 1993; Jiang, 1995 e Farfan,
2000).

O emprego do método dos elementos finitos para a solugdo de problemas de estabilidade con-
fere ao método da andlise limite um potencial de aplicacdo a problemas com considerdvel comple-
xidade (geometria e carregamento), apresentando perspectiva de solug¢@o de problemas tridimensio-
nais (Pachas, 2004).

A literatura técnica apresenta trés classes de formulagcdo numérica pelo método dos elementos
finitos para problemas de estabilidade geotécnicos:

a) formulacdo de equilibrio;
b) formulacdo cinematica;
¢) formulagdo mista.

Na formulacao de equilibrio, o sistema discreto deve satisfazer as condi¢des do teorema do li-
mite inferior (equilibrio, admissibilidade das tensdes e condi¢@o de contorno em tensdes). Uma ca-
racteristica fundamental destas formulacdes é que somente as tensdes sao interpoladas no dominio
do elemento. Exemplos de aplicacdo desta metodologia a problemas planos de deformagdo sdo os
trabalhos de Lysmer (1970) e Sloan (1987-a).

Na formulacdo cinemadtica, o sistema discreto deve satisfazer as condigdes do teorema do limite
superior (compatibilidade das deformagdes, condicio de escoamento do material, condi¢do de contor-
no em deslocamentos). Uma caracteristica fundamental destas formulacdes € que somente as velocida-
des sdo interpoladas no dominio do elemento finito. Os trabalhos de Sloan (1987-b) e Jiang (1995) po-
dem ser citados como exemplos de aplicacio deste procedimento a problemas planos de deformacao.

Na formulagio mista, o sistema discreto satisfaz de forma aproximada a condi¢do de equilibrio e
as condi¢des de compatibilidade e obedece exatamente a condi¢do de escoamento do material. Nestas
formulagdes, os campos de velocidade e de tensdo sdo interpolados no dominio do elemento. A solugdo
numérica obtida, em geral, perde as caracteristicas de limites fornecidos pelas formulacdes anteriores.

O formato geral do problema estd indicado na se¢do 5, onde se observa que na formulagao
mista a equacdo de equilibrio € linear e a ndo linearidade do problema é devida ao critério de es-
coamento do material.

Para a condicdo de deformagdo plana, varios autores fazem uma aproximacao linear da condicio
de escoamento do solo para a obteng@o de um problema de programagdo linear (PL). Os trabalhos de
Lysmer (1970), Christiansen (1981), Sloan (1987-a, 1987-b), Faria (1992) e Sousa (2001) sdo exem-
plos de aplicacdo desta metodologia.
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A formulag@o mista de andlise limite tem sido empregada por varios autores. Os trabalhos de
Christiansen (1981), Casciaro e Cascini (1982), Faria (1992), Aratijo (1997), Lemos (2002), Vargas
Jr. et al. (2004) e Pachas (2004) sdo exemplos de sua aplicacao.

Vargas Jr. et al. (2004) apresentam formulac@o mista para problemas de estabilidade geotécnicos
para solos, solos reforcados e macigos fraturados na condicdo de deformacéo plana.

O presente trabalho apresenta uma formulacao mista de andlise limite pelo método dos elemen-
tos finitos (MEF) para problemas de estabilidade em meios continuos ou refor¢ados, em condi¢@o
axissimétrica, empregando técnicas de otimiza¢do nao lineares.

Na formulagio a ser apresentada nas préximas segdes, o continuo € discretizado através de ele-
mentos quadrilaterais de 4 nds, bilineares em velocidade e tensdo constante. As interfaces (solo-refor-
¢o, solo-estrutura) sdo modeladas por meio de elementos de interface (junta) de 4 nés, sem espessura,
lineares em velocidade e tensdo constante. O reforco ¢ modelado através de elementos especiais de 2
nds, sem espessura, lineares em velocidade e tensdo constante.

A condig@o de escoamento do solo € descrita pelo critério de Mohr-Coulomb e para as interfaces
é empregado o critério de Coulomb.

O problema de programag¢do matemdtica ndo linear (PNL) obtido pela formulacio € resolvido
pelo otimizador LINGO (Lindo Systems, 2001).

No final do trabalho, a metodologia proposta é aplicada a problemas de fundagao superficial em
solo homogéneo ou reforcado, escavacéo circular e estaca sujeita a tragdo.

2 - FORMULACAO PARA MEIOS CONTINUOS

A Fig. 1 apresenta um elemento de solo na condi¢@o axissimétrica e as componentes de tensio
o,, 0,, O, € T,, atuantes neste elemento. Nesta situacdo as componentes de tensao O, € O,, s30 nulas.
Logo o estado de tensdo pode ser representado pelo vetor

T
o = [Or o, T, 00].

O estado de deformacdo associado a este estado de tensdo € definido pelo vetor de deformacdo
e tal que:

T .
€ =[& & Y, &, considerando-sey,4 =", =0.

7A

Fig. 1 — Elemento de solo na condi¢@o axissimétrica.
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Para a discretiza¢do do meio continuo sdo utilizados elementos quadrilaterais bidimensionais de
4 nés com a interpolacdo do campo de velocidades bilinear e do campo de tensdes constante no

interior do elemento, elemento Qj. A Fig. 2 mostra um arranjo de elementos quadrilaterais de 4 nés
para o caso de tensdo constante.

e = ponto nodal

Fig. 2 — Representacio esquemdtica de um arranjo de elementos Q.

2.1 — Equilibrio do elemento finito

O equilibrio de um elemento finito pode ser representado pela equacdo a seguir (Aratjo,
1997):

f\l}Todv =f,; (1)
em que f, é o vetor de carregamento nodal equivalente do elemento.

A matriz B que relaciona as deformacdes com deslocamentos é dada por:

B =VH,
em que:
=
dr
g 2.
- az (2)
Vile s
dz  dr
LI
T

¢é o operador diferencial para o caso axissimétrico e
H, =[N,I | N,I | N;I}|N,I]

¢é a matriz que contém as fung¢des N, (k=1,...,4) de interpolacdo do deslocamento (ver, p. ex., Cook,
1989).

Para o caso do elemento de tensdo constante, 0 ='Ga equagdo (1) fornece a seguinte equacio
de equilibrio:

Clo-=f,; 3
em que:

cl - f\l/}TdV
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¢é a matriz de equilibrio do elemento e

AT

o = [O-r O-z O-rz 08]
é o vetor das componentes de tensao do elemento.

A obtencio da matriz de equilibrio do elemento, C., pode ser feita pelo método de integracio
numérica de Gauss (ver, p. ex., Bathe, 1982), em que dV=2nrdrdz.

2.2 — Condicao de admissibilidade das tensées

O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser colocado, em termos das tensdes
principais, sob a forma:

(0, -03) =(0; +03)sen(@) + 2ccos(@) . @)

O critério de Mohr-Coulomb envolve somente as tensdes principais extremas O; € O3, N0
considerando a tensdo intermedidria o,.

O,, 0, € O3 530 as tensOes principais organizadas em ordem decrescente e ¢ e @ sdo,
respectivamente, a coesdo e o angulo de atrito do solo.

A relagdo (4) pode ser colocada sob a forma:

O, =03;m+cn; 5)
em que:
m - 1+ sen(q) . he2 cos(p) . ©6)
1 -sen(p) 1 -sen()

Em problemas axissimétricos, a tensdo circunferencial g, € uma tensao principal. Portanto, as
outras duas tensdes principais podem ser definidas pelas expressdes abaixo:

i ”

=(Ur+uz}_ (Or—ﬁz )2+r2 7

b 2

Portanto, as tensdes principais sao o,, O, € O, = O,.

(o, +0,) . -0. & 2
=L 27, ( L ‘) i i (8)

Assim, as tensdes principais devem satisfazer as seguintes hipéteses:

1) Hipétese 1 (0; =0,
0,s0,s0), =10, =0,
|01 =0y

2) Hipétese 2

r(}3 =0,
0,=0,=0, = 10, =0y
g, =0,
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3) Hipétese 3

03 =0,
O0.=20, =0, =10, =0,
(’| ={Jh

Empregando-se as tensdes principais o, e 0; definidas nas hipdteses 1, 2 e 3 e a relagdo (9),
obtém-se a condicdo de admissibilidade das tensdes definida pelas relagdes:

2
7(0r20“)(l—m)+\/(0r;02) +7,(1+m)-cn <0 ©
(0, +0,) JU,—U, *
i . 228 ( ; ) +1,, Im-cns0; (10)

2

2 a2
[(0,+02)+\/(0r—0?_) + 41, ]-cﬂm—cnsﬂ. (1)

Para o caso particular de material de Tresca, ¢ = 0°, a relacdo (6) fornece m = 1 e n = 2. Subs-
tituindo-se estes valores nas relacdes (9), (10) e (11), estas relacdes se tornam as mesmas apresen-
tadas por Turgeman e Pastor (1982).

3 -FORMULACAO PARA O ELEMENTO DE REFORCO

A Fig. 3 apresenta esquematicamente um elemento de reforgo e as tensdes atuantes.

X

Fig. 3 — Elemento de reforgo.

28



3.1 — Equilibrio do elemento de reforco

A Fig. 4 ilustra a intersec¢@o do elemento de refor¢o de comprimento L, com o plano vertical.
O angulo formado entre este elemento e o plano horizontal € definido como f3.

A 2
Z
o a ]
ug L '
- r——r— P ! '
! a 2 & A g
r ./E. E !
B! : 5
X1 % %2 xr
a) Sistema natural b) Sistema global

Fig. 4 — Representacdo esquematica do elemento de reforgo.

O campo de velocidade u no sistema local de coordenadas do elemento pode ser expresso por
u=H, 4 (12)
em que:
0" =[u, u)
¢é o vetor das velocidades nodais e
H, =[h, h,]

€ matriz das funcgdes de interpolacido dos deslocamentos do elemento de reforco definidas no siste-
ma de coordenada natural £ € [0,1] onde h; = 1-Ee h, = &.

O vetor das forgas internas, f;,, do elemento de reforco é definido pela expressdo abaixo:

£, = fVBTtdv : (13)
A matriz B que relaciona velocidade e taxa de deformacao pode ser colocada na seguinte forma:
B=VH,;
em que:
d
v-|d (14)

¢é o operador diferencial para o caso do reforco axissimétrico, e
tT = [Or 09]

é o vetor das componentes de tensdo no elemento de reforco.
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Assim, a matriz B pode ser expressa por:

Lo

B= Lr Lr
h, h,
T T

De acordo com a Fig. 4, tem-se que X = r cos(f3), que substituido na relacido acima fornece a
equagdo:

L 1
- L, L,
B- hicos(B) hycos(B) | (15
X X

Na expressdo (13), dV representa o volume elementar gerado pela revolu¢do de um de arco
elementar do refor¢o de espessura e, em torno do eixo oz, que pode ser dado pela expressdo dV =
2nx e, L dE.

Para elemento de tensdo constante, t= t, a equacdo (13) permite escrever a relagdo abaixo:
f,, = CxT; (16)
em que:

i -fBTdV -ﬁB"é:ﬂ:ererdg
v

¢ a matriz de equilibrio do elemento de refor¢o no sistema local de coordenadas e

. [T
T= =e,
)

¢é o vetor das forcas internas atuantes no elemento de reforco que corresponde ao produto da espes-
sura do reforco e, pelas componentes de tensio no reforco e o, e G,

(17)

O,

Oy

Efetuando-se a integral indicada na relacdo (17), obtém-se a seguinte matriz:

e ane [- (x; +x,) L,cos(p) ]

(18)
(x; +x,)  L,cos(p)

Para obter a matriz do elemento de refor¢o no sistema global de coordenadas € feita a trans-
formacao do sistema de coordenadas através da matriz R apresentada abaixo (Cook, 1989):

R =[cos[.'} senfp 0 0

19
0 0 cosp senp (19)

Assim, a matriz Cigl, em coordenadas globais, pode ser expressa por:
Cra=R" Cy. (20)
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3.2 - Condicao de admissibilidade das tensdes no reforco

Neste trabalho considerou-se que ndo ha escoamento do refor¢o. Portanto, ndo sido aplicadas
restri¢des as tensdes no refor¢co no problema final de programagdo matematica.

4 - FORMULACAO PARA ELEMENTOS DE INTERFACE

Uma formulagdo para elemento de interface € apresentada a seguir para o caso de problemas
axissimétricos. E utilizado o elemento de tensdo constante e linear em velocidades.

4.1 — Equilibrio do elemento de interface

A Fig. 5 ilustra um elemento de interface de comprimento L;, com 4 pontos nodais, e sem
espessura.

L
solo
L .
interface *V
solo
. X’ u .
a) Modelo com interface b) Elemento de interface

Fig. 5 — Modelo de interface e seu sistema de coordenadas.
A deformacdo da interface no sistema de referéncia local da interface pode ser definida por:
i=u, - U, 21

Interpolando-se as velocidades nos pontos a e b, de mesmas coordenadas, obtém-se as
seguintes equacdes:

u, = h;u; + hyuy; (22)
u, =hu, + hu,; (23)
em que:
ua - [ua Va]

é a velocidade no ponto a;

u, = [u, V)
¢é a velocidade no ponto b;

“{ =[ue vl

é a velocidade no ponto nodal k (k =1, ..., 4) e h, e h, s3o as mesmas fun¢des de interpolacio
utilizadas para o elemento de reforco.
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A substituicdo das velocidades nos pontos a e b, equagdes (22) e (23), na equagdo (21),
fornece a deformacdo da interface, na forma abaixo:

A
g =B, u;

24)
em que:
B, =[-h,I | —h,@ | hyI | b, 1];

I é a matriz identidade (2x2) e

AT

u; = [ul Vi Uy VvV Uz V3 Uy V4]
¢é o vetor das velocidades nos pontos nodais do elemento da interface.

O vetor das forcas internas, f;, do elemento de interface pode ser expresso pela equagdo
abaixo:

f, = f B{OdS: (25)
X ]
em que:
T
o] =[x o]
€ o vetor das tensdes de cisalhamento e normal atuantes na interface.

Na expressdo (25), dS representa a area elementar gerada pela revolucido de um elemento de
arco da interface em torno do eixo oz, cuja expressio pode ser dada por dS=2nLxdE.

Para o elemento de interface de tensdo constante, AOJ = o, segundo a equagdo (25), vale a
seguinte expressao:

f,=C]0,. (26)

A matriz de equilibrio, C_iT, ¢ integrada analiticamente no sistema natural de coordenadas § €
[0,1] para dS=2xL;xd&. Desta forma, obtém-se a expressdo abaixo:

= (2x; + x,)I
L. [=(x; +2x,)I
CT = [BTdS = Z=i [T 01 72027 : 27
J fB‘] 3 (X| +2X2)l ( )
' (2%, + x,)I

No sistema global a matriz CjT pode ser colocada na forma:

- (2x, + x,)M"

al. |- (x, +2x,)M "
Chi=—+ __(_1____2_)__T__ : 28)
3| (x; +2x,)M

2%, + x,)M"

em que:

cospp senf
M =
[—senﬁ cos [ﬂ}

¢ a matriz de transformacdo do sistema de coordenadas.

32



4.2 — Condicao de admissibilidade das tensoes na interface

O critério de escoamento de Coulomb é usado para modelar a condicdo de escoamento da
interface e pode ser escrito sob a forma:

T < ¢ - ONtgY; (29)
T < ¢ - ONLgQ;; (30)

em que ¢; € a coesdo da interface solo-refor¢o e @; € o angulo de atrito da interface (solo-refor¢o ou
solo-estrutura).

As relacdes (29) e (30) definem uma regido vidvel para as tensdes no elemento de interface
(Lemos, 2002), que podem ser colocadas na forma matricial abaixo:

Q §=R (1)

0 I gy,
! -1 tgg i
é a matriz das restri¢des de escoamento num elemento de interface;

GjT =|:t ON]

em que:

€ o vetor das tensOes constantes no interior do elemento de interface;
Tl o]
Rj =[¢; ¢

é o vetor dos termos independentes das restri¢des de escoamento num elemento de interface.

5 - MONTAGEM DO PROBLEMA DE PNL FINAL

A montagem da matriz de equilibrio do solo, equacdo (3), da matriz de equilibrio do reforgo,
equagdo (17), e da matriz de equilibrio da interface, equagdo (27), para todos os elementos de solo,
reforco e interface, conduz a equagio de equilibrio global, na forma abaixo:

C'X=t;

em que:
| |
¢ -l eyt ient]
€ a matriz global de equilibrio resultante da contribui¢do dos elementos de solo, interface e reforco;
X" -for toll ol o) te)T P T

IR ne |

¢é o vetor das componentes de tensdo em todos os elementos de solo, interface e reforco, ne é o
nimero de elementos quadrilaterais, nj € o nimero de elementos de interface e nr é o nimero de
elementos de reforgo.

Na equacdo global do equilibrio, o vetor f representativo do carregamento nodal equivalente
global pode ser escrito na forma abaixo:
f=nrf, + f,
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O vetor f; representa o carregamento nodal equivalente associado as cargas permanentes que no
sdo ampliadas pelo fator escalar A (chamadas de cargas mortas por Borges, 1991).

O vetor A f, representa o carregamento nodal equivalente associado as cargas varidaveis (chama-
das de cargas vivas por Borges, 1991), que sao cargas de referéncia iniciais ampliadas pelo fator
escalar A (ver exemplo da secdo 7.1).

A montagem dos vetores f; e f; segue a sistemética padrdo do MEF.

Da imposicdo da condi¢ao de admissibilidade das tensdes no solo, relagdes (9), (10) e (11), a
todos elementos da malha, obtém-se o conjunto de restri¢des ndo lineares abaixo:

FX)<0

Da imposicdo da condicdo de admissibilidade das tensdes em todos elementos de interface,
relacdo (31), obtém-se um conjunto de restri¢des lineares da forma:

Q' X=R
A formulacdo conduz a um problema de PNL, que pode ser colocado sob a forma:
Max A
sujeito a
C'X=\f,+ f, (restri¢cdes de equilibrio, linear)
FX)<0 (restricdes de escoamento do solo, ndo linear)
QT X =R (restri¢des de escoamento das interfaces, linear)

O valor de A que resolve o problema acima é denominado fator de colapso.

Neste trabalho, para solucio do problema de programacdo matemadtica acima, € utilizado o oti-
mizador LINGO (Lindo Systems, 2001), para problemas nao lineares.

6 — IMPLEMENTACAO REALIZADA

O pré-processamento € realizado através do programa Mtool (Tecgraf/PUC-RIO), onde a geo -
metria, as propriedades dos materiais e os carregamentos sa3o modelados e o resultado da modelagem
é armazenado em arquivo neutro de extensdo .nf. Com o auxilio de um editor de textos, informacdes
dos elementos de reforco e interface, entre outras, sao inseridas no arquivo neutro.

A geracgdo do problema de PNL ¢ feita pelo programa ANALIM, elaborado em linguagem de
programagcio Fortran, tendo como entrada o arquivo criado anteriormente. O ANALIM gera o modelo
de PNL em arquivo a ser lido pelo otimizador LINGO.

7 - PROBLEMAS ESTUDADOS

7.1 — Fundacao superficial e circular

Neste item € estudado um exemplo de determinagdo da capacidade de carga de uma fundagdo
superficial, circular e lisa de didmetro B sobre uma camada de solo homogéneo.
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Para uma fundacio superficial, a capacidade de carga pode ser calculada pela féormula geral de
Terzaghi (1943), corrigida pelos fatores de forma para sapata circular, conforme equagdo abaixo:

1
q, =S.cN, + SYYEBNY +s,YDN, (32)
em que q, ¢ a carga de colapso ou capacidade de carga; ¢ € a coesdo do solo; ¢ é o angulo de atrito

do solo; y € o peso especifico do solo; D € o embutimento da fundagio; N, N, e N, sdo os fatores

de capacidade de carga de Terzaghi, fungdo apenas do &ngulo de atrito do solo (¢; s, s, € s, sd0

fatores de forma de Terzaghi para sapata circular e valem, respectivamente, 1.3, 0.6 e 1.0.

Para o caso em que y = 0 e fundacdo ndo embutida, a relagdo (32) pode ser posta sob a forma:

qu = sccN.. (33)
Aplicando-se uma carga de referéncia unitaria (q, = 1), tem-se a expressdo seguinte:
Qu = Mo (33)
em que A € o fator de colapso.

A Fig. 6 apresenta o esquema do problema e a malha utilizada (largura 5B e altura 5B), levan-
do-se em consideracdo a simetria do problema. As propriedades do solo sdo ¢ = 1, ¢ varidvel e y
varidvel.

B/2

.
QN T

Py TN
- AN
\ N\

-
e

4— B —»

A

a) Esquema da fundac@o circular b) Malha de elementos finitos

Fig. 6 — Capacidade carga de uma fundacao superficial.

A Tabela 1 apresenta valores da capacidade de carga (q,) em funcdo de ¢, para fundacido em
solo sem peso (y = 0) e para o caso de y = 1. S3o apresentados também os valores de Terzaghi,
relacdo (32), e os valores obtidos por Chen (1975) usando o método das linhas de deslizamento.

Os valores da Tabela 1 indicam uma diferenga apreciavel entre os resultados numéricos e 0s
de Terzaghi, para angulos de atrito mais altos. Isto sugere que a férmula empirica de Terzaghi
fornece valores conservadores para a carga de colapso da fundag¢do em questio.

Ainda desta tabela, pode-se observar, para angulos de atrito mais elevados, uma boa concor-
dancia entre os valores obtidos pela metodologia proposta neste trabalho (PNL) e os apresentados
por Chen.
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Tabela 1 — Capacidade de carga de uma fundagao circular (q,)

y = 0 (solo sem peso) y=1
©(°) PNL Terzaghi Chen PNL Terzaghi Chen
0 6,47 6,68 5,69 6,41 6,68 5,69
10 11,91 10,86 9,98 13,03 11,56 10,4
20 24,87 19,29 20,1 27,72 22,29 22,4
30 52,76 39,18 49,3 61,64 51,00 60,6

Os valores da tabela 1 indicam uma diferenga aprecidvel entre os resultados numéricos e os de
Terzaghi, para angulos de atrito mais altos. Isto sugere que a férmula empirica de Terzaghi fornece
valores conservadores para a carga de colapso da fundacido em questao.

Ainda desta tabela, pode-se observar, para angulos de atrito mais elevados, uma boa concor-
dancia entre os valores obtidos pela metodologia proposta neste trabalho (PNL) e os apresentados
por Chen.

7.2 — Escavacao Circular

Este exemplo, estudado por Turgeman e Pastor (1982), empregando-se uma formulacdo de li-
mite superior, trata da determinacdo do nimero de estabilidade de uma escavagao circular de raio
R =1 e altura H = 1, em solo puramente coesivo, ¢ = 1. O esquema do problema € apresentado na
Fig. 7, juntamente com a malha empregada na andlise (largura da base 2H+R e altura 1,5H).

Para o caso da determina¢do do nimero de estabilidade para um talude, a funcéo objetivo pas-
sa a ser o peso especifico do solo, como descrito abaixo.

O niimero de estabilidade pode ser colocado sob a forma (ver, p. ex., Aradjo, 1997):

N =HCY;
c

S

em que y € o peso especifico do solo e H, € a altura critica do talude.
Se, numericamente, for adotado H, = c, resulta N, = .

Assim o valor 6timo da funcdo objetivo y iguala-se ao nimero N..

a) Esquema da escavagdo circular b) Malha de elementos finitos

Fig. 7 — Escavagdo circular.
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A solu¢do numérica de Turgeman e Pastor fornece N, = 5,55, para material de Tresca (¢ = 0°).

A andlise numérica forneceu um valor de N; igual a 5,49, que é cerca de 1% inferior ao valor
encontrado por Turgeman e Pastor, constatando-se que hd uma boa aproximacao do fator N, pela
implementagao realizada neste trabalho.

O estudo foi repetido para uma malha mais refinada com 224 elementos, obtida pelo dobro do
nimero de divisdes nas dire¢des vertical e horizontal da malha anterior. O resultado encontrado foi
N; = 5,29, o que mostra que a malha da Fig. 7 estd, do ponto de vista pratico, adequada ao estudo
do problema.

Uma andlise deste problema para diferentes valores de R/H é apresentada na tabela 2. Esta
andlise foi realizada mantendo-se H =1 e acrescentando-se elementos & base da escavacao da malha

apresentada na Fig. 6b, de modo a ter as relagdes da Tabela 2.

Tabela 2 — Andlise de escavacio circular para diferentes valores de R/H.

R/H=1 R/H=2 R/H=4 R/H=8 R/H=16 R/H=32
N (axissimétrico) 5,49 4,79 4,37 4,14 4,02 3,96
N (plano) 3,89 3,89 3,89 3,89 3,89 3,89

Da Tabela 2 observa-se que, para valores elevados da relacdo R/H, o nimero de estabilidade
da andlise axissimétrica aproxima-se do valor de 3,83 apresentado por Chen (1975) para uma ané-
lise em deformagdo plana, considerando o método de limite superior. Para valores elevados de R/H
observa-se, também, que o nimero estabilidade aproxima-se do valor de 3,89 obtido por Ribeiro
(2005), utilizando uma formulagdo mista para problemas de deformacao plana.

A Tabela 2 indica que o problema de escavagao circular se aproxima de um problema de esca-
vagdo em condi¢@o de deformag@o plana quando a razdo R/H torna-se elevada.

Como esperado, em uma andlise de deformagao plana, todas as geometrias idealizadas apre-
sentam o mesmo resultado indicado na Tabela 2.

7.3 — Capacidade de carga de uma estaca sujeita a tracao

Para valida¢@o do elemento de interface implementado, é apresentado o problema da capaci -
dade de carga de uma estaca sujeita a tracdo.

A Fig. 8 mostra o esquema do problema e a malha empregada na andlise (largura 1D e altura
2D). A estaca possui as seguintes caracteristicas geométricas: comprimento D = 10 e didmetro B = 2.

Para o caso de interface solo-estaca puramente coesiva, a resisténcia por atrito lateral, Q;, de uma
estaca circular pode ser dada pela expressdo abaixo:

Q; = nBDg; (34)
em que ¢; € a adesdo entre o solo e a estaca.
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a) Esboco do problema b) Malha de elementos finitos

Fig. 8 — Estaca sujeita a tragao.

Neste problema, a capacidade de carga de estaca sujeita a tracdo, T,, coincide com a
resisténcia por atrito lateral, pois ndo sdo considerados o peso proprio da estaca e a adesdo entre a
base da estaca e o solo (T, = Q).

Para o exemplo em estudo sdo consideradas, inicialmente, as seguintes propriedades para os
materiais:

SololeSolo2:c=1,¢=30°ey=0;

Estaca: elemento rigido sem peso;

Interface lateral: ¢;=1 ¢ ¢, = 0%

Interface da base: ¢; =0 e ¢; = 30°.

Empregando-se a equacdo (34), obtém-se Q; = 62,83.

A andlise numérica por PNL forneceu um valor de T, igual a 62,83. Portanto, o resultado
analitico € igual ao resultado numérico.

Mantendo-se as propriedades da estaca e das interfaces, foram realizadas as seguintes simulagdes:

I.SololeSolo2:c=1,¢$=30°ey=1;
2.Solol:c=1,¢6=30°ey=1eSolo2:c=1,¢$=30°ey=0;
3. Solo 2 modelado como elemento rigido e Solo 1: ¢ =1, ¢ =30°ey =0.

Nas trés simulagdes, a andlise numérica forneceu valores idénticos aos obtidos anteriormente,
(T, = 62,83), o que valida, mais uma vez, a formulagdo e a implementacio numérica, pois, para o
modelo em consideragdo, a capacidade de carga da estaca sujeita a tracdo € definida, unicamente,
em fungdo da coesdo da interface solo-estaca.
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7.4 — Fundacio circular sobre solo reforcado

O problema visa a determinagdo da capacidade de carga de uma fundag@o superficial, circular
e rugosa de didmetro B = 20m, sobre camada de solo homogéneo, puramente coesivo, c=1kPa e
sem peso e uma camada de refor¢o horizontal sob a fundacdo. A Fig. 9 mostra a geometria do
problema e a malha utilizada na anélise (largura 30m e altura 20m).

B/2 =10m
— B —p -T- br—>
Ld
S A A A 1AL o v}
Ld
v
— I —n

a) Esquema do problema b) Malha de elementos finitos

Fig. 9 — Capacidade de carga de fundacdo em solo refor¢ado.

O diametro do reforgo € considerado fixo (L, = 20 m) e a posi¢do do refor¢o (Ld) é varidvel
com a profundidade.

O reforgo foi considerado rigido e ndo foram modeladas as interfaces solo-refor¢o, simulando-
se as condigdes empregadas por Asaoka et al. (1994) na solugdo deste problema na condicio de
deformacdo plana. A malha e geometria utilizadas sdo as mesmas apresentadas por aqueles autores.

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos pela metodologia proposta neste trabalho (condi¢ao
axissimétrica) e os de Asaoka et al. (1994) em funcdo da profundidade do reforco.

Tabela 3 — Capacidade de carga de fundacdo (kPa) em solo reforgado.

Ld (m) q, (PNL CIRCULAR) q, (CORRIDA)
_ 6,21 527
4 6,55 5,87
8 6,23 5,96
12 6,21 543

Da tabela 3, pode-se observar que para a fundacio corrida tem-se uma maior influéncia do
reforco na capacidade de carga e que o valor de capacidade de carga para fundacdo circular € cerca
de 18% maior que o da fundacdo corrida.

8 — CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou formulacdes mistas de andlise limite, via métodos dos elementos
finitos, para solucionar problemas de estabilidade em geotecnia, na condicfio axissimétrica, em meios
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continuos ou reforcados. Elementos especiais para a modelagem do reforco e das interfaces (solo-
estrutura e solo-refor¢o) para problemas axissimétricos foram formulados. O uso do elemento de in-
terface na formulacdo mista parece ser efetivo para a modelagem da interacdo solo-estaca em
condicdo axissimétrica.

Os resultados dos exemplos estudados pela implementacdo numérica realizada apresentam boa
concordancia com outros resultados encontrados na literatura técnica.
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