MODELO REQL()GICO DE NEWTON SUJEITO
A UMA TENSAO PARABOLICA CICLICA

A rheological Newton model submitted to a cyclic parabolic stress

Fernando Peres Rodrigues*

RESUMO - Estuda-se o modelo reol6gico de Newton dos materiais perfeitamente viscosos, sujeitos a uma
tensdo parabdlica ciclica, verificando-se que as suas extensdes ao longo do tempo seguem uma lei ondula-
téria, cujos pontos de inflexdo definem uma recta passando pela origem. Esta recta corresponde 2 fluéncia
estaciondria do modelo de Newton sujeito a uma tensdo igual ao valor médio da tensdo parabélica. Quando
o semi-perfodo da tensdo aplicada tende para zero, a extensdo tende para a fluéncia estaciondria referida.

SYNOPSIS - The rheological Newton model of the perfectly viscous materials subjected to a cyclic pa-
rabolic stress is studied. The strain-time law is ondulatory and the inflexion points define a straight line
passing at the origin. This straight line corresponds to the stationary creep of the Newton model subjected
to a stress equal to the average value of the parabolic stress. When the semi-period of the applied stress
tends to zero the strain tends to the referred stationary creep.

1- INTRODUCAO

Em continuac@io do estudo jd apresentado relativo a andlise da extensio resultante da apli-
cagdo de uma tens3o linear ciclica a cinco modelos reolégicos com aplicacio na Geotecnia em
geral e na Mecanica das Rochas em particular {(modelos de Newton, Maxwell, Kelvin, Nakamu-
ra e Burger’s) vai ser iniciado o mesmo estudo resultante da aplicag@o de uma tensio parabdlica
ciclica aos mesmos modelos reolégicos.

Apresenta-se a seguir o estudo relativo ao modelo reolégico de Newton seguindo um esque-
ma semelhante ao da tens@o linear ciclica.

2 - RELACAO EXTENSAO-TEMPO E DIAGRAMAS

O modelo de Newton, também denominado amortecedor, é formado por um émbolo que se
desloca num cilindro contendo um liquido viscoso (Figura 1) e representa os materiais perfeita-
mente viscosos ou de Newton (Rocha, 1981).

A sua equacio reoldgica é

de
oc=Kée=K— 1
dt
sendo:

e ¢ - tensdo normal;

e K - constante que caracteriza o amortecedor;

e ¢ - extensdo normal;

e t - tempo.

Submeta-se 0 modelo de Newton a n ciclos iguais de tensdo parabdlica de perfodo 27°, como se
indica na Figura 2.
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Fig. 1 - Representagio esquemdtica do modelo de Newton.
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Fig. 2 - Ciclos de tensdo parabdlica.

A tensdo parabélica, o, do ciclo de ordem n, de valor mdximo oy, seréd definida pelos
seguintes trés pontos:

t=02n-2)T t=02n-1T t=2nT
{J:O {a:aM ®1 o=0 2
sendo a equagdo da tensdo parabélica genérica do ciclo de ordem n dada por:
o =a+bt+ct? 3)

A condigdo da equagio (3) passar pelos trés pontos indicados em (2) conduz ao sistema de
trés equagdes lineares seguintes:

a+b(2n—2)T +c(2n - 2)2T? =0
a+b(2n — 1T +c(2n - 1)2T? =op 4)
a+2bnT +¢(2n)*T? =0

que, resolvido, permitird escrever a equagio de defini¢io da tensdo parabélica no ciclo de or-
dem n: \
4o nm 3 t 3/t
= — |- -D+=2n—-1)=—-| = N
o 3 3n(n )+2( n )T 4(T> } comn € [N] )
sendo [N] o conjunto dos nimeros naturais ¢ o dominio da varidvel ¢ do ciclo de ordem n serd
dado por:
(2n - 2T <t < 2nT 6)
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Fig. 3 - Pardbola de semi-periodo T'.

A drea da tensdo parabdlica genérica, A, do ciclo de ordem 7, serd dada, atendendo a (5) e a
(6), por:

2nT 2 3 4 2nT
4 t 1t 4oy T
A= odt = 2™ —3n(n—1)t+§(2n——1)——————2— = 2IM
(2n-2)T 3 4 T 4T (2n—-2)T 3

)

Como seria de esperar, a drea A € independente da ordem n do ciclo, dependendo apenas da
tensdo maxima, ops, e do semi-periodo, 7.
O valor médio, 0,,, da tensdo parabélica aplicada € dado, atendendo a (7), por:

A 2
= — = — 8
Om oT 30M 8)
A férmula (7), como seria de esperar, mostra que a drea da parabola € igual a % da drea do
rectingulo que a circunscreve, e a férmula (8) que a drea da pardbola € igual a do rectdngulo com
a mesma base ¢ de altura igual a % da altura da parabola (Figura 3).
Da equaggo (1) resulta que a extensio £(¢) serd dada por:

t

1
e(t)=ep+ == | odt 9)
K /i,

sendo:

e £o— extensio sofrida até ao inicio do ciclo de ordem n;

e t; - tempo do inicio do ciclo de ordem n.

A substitui¢do em (9) de (5) permite calcular a evolugdo da extensdo £(t) com a evolugdo da
tensfo parabolica no ciclo de ordem n, tendo em considerag@o o dominio definido em (6):

t
_doum

e(t) = T !:—3n(n—1)+%(2n—1)%——%(—%)2] dt =

(2n—2)T

- 3%4{1 {—i (%)3 + %(271— 1) (%)2 — 3n(n - 1)% +(n=1)2(2n+1) +eo[(2n — 2)T]} (10)

A expressdo (10) representa uma familia de cibicas tendo como constante de integracéo,
portanto independente da varidvel ¢, o termo go[(2n — 2)T] que tem valor nulo para o inicio da
contagem dos tempos, isto &, parat = 0.

A extensdo £(¢) € assim representada por trogos de cibicas correspondentes aos intervalos
de tempo de cada um dos ciclos considerados.

Para um melhor conhecimento desta familia de ciibicas, procure-se os lugares geométricos
dos seus pontos maximos, minimos e de inflexao.
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Os pontos maximos e minimos serdo os pontos que anulam a 12 derivara de (10):

) 2
de _ donT [3 (i) +§(2n—1)%—-3n(n—1) (11)

dt 3K 4\T 2
Igualando a zero e resolvendo a equagdo, obtem-se:
t1 =2(n—-1)Tety =2nT (12)

a que correspondem, por substituigao em (10), as ordenadas genéricas:

e(t1) = 3K {e[(2n —2)T]} eclty) =

13)

Os pontos maximos e minimos genéricos pertencem aos extremos de cada ciclo de ordem 7,
em face dos valores 1 e t3 dados por (12).

Por esta constatagdo vai ser possivel calcular o valor da constante de integragio, sabendo
que, por convengao:

el0]=0 (14)

Paran = 1 as expressdes (12) e (13) conduzem a:

{t2:2T

=0
{1()=4”MT[1 1]=0 (2) = 42T[1 4.0 = douTip_q) (19

Para n = 2 ter-se-4, atendendo a (12), (10), (13) e (15):

ty = oT t = AT
{ e(2T) = douTry ] e{ e(4T) = douT(3 _q] (16)

Paran = 3 vem:

t1 =4T t2 =6T 17
e(4T) = 12uT[3 1] © | &(6T) = “2ul(y 1] an
donde se infere que:
(2~ 2)7) = 24T 1) (18)
e[(2n =3 (™

que substituindo em (10) permite escrever, finalmente, a expressao da familia de ctibicas defini-
doras das extensdes correspondentes a carga parabdlica ciclica considerada;

3 2
e(t) = 4‘;";; {—i (%) + Z(m— 1) (%) —3n(n— 1)-;- +n(n~1)(2n - 1)} (19)

Os pontos de inflexdo genéricos serdo os que anulam a 22 derivada de (10) ou (19) ou a 12
derivada de (11):

d%_:wMT{ 3t 3

az = 3Kk |27t @"_D] e

donde resultam as abcissas genéricas ¢; dos pontos de inflexdo:

=(2n-1T Q1)
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que sdo as abcissas médias das dos pontos maximos e minimos dados por (12) e que substituidas
em (19) permitem obter as extensdes genéricas dos pontos de inflexdo:
(t ) 40MT 1
e(t:

' 3K 2

As abcissas genéricas dos pontos maximos e minimos ¢; e t2, dadas por (12), permitem
substituidas em (20) determinar o sinal da 22 derivada e, assim, identificar:

~(2n—1) 22)

dtz [2( —1)T} =5 > 0 minimos
dt2 $[2nT] = —1 < 0 mdximos

A substituicdo de (18) em (13) e as expressdes (12) permitem, finalmente, escrever as coor-
denadas genéricas dos pontos minimos:

4oy T
t1=2n—1)Teelty) = ;";{ (n—1) (23)
e dos pontos maximos:
4oy T
ty =2nT ty) = 24
2 =2nT e e(ty) sx " (24)

Verifica-se que os pontos genéricos maximos, minimos e de inflexio estdo alinhados e pas-
sam pela origem das coordenadas; sendo assim, haverd proporcionalidade entre as suas coorde-
nadas genéricas. Tendo em atencdo (21), (22), (23) e (24) ter-se-4:

e(t) _ elta) _ eta)

= = 25

t to t; 25)

ou seja, o coeficiente angular da recta sera
4§KMT(n - 1) _ _4¢73_MKT _ 4‘:73M_K 3 (271 — 1) _ 2001 (26)

2(n-1)T nT 2n-1)T 3K
¢ a sua equagio dada pela expressio:
2 4opT 1 ¢

ety = My 2oM @7

3K~ 3K 2T
Esta recta corresponde 2 extensao por fluéncia estaciondria de uma tensfio normal constante

de valor: X
oM
= — 28
o= 28)
igual ao valor médio obtido para a tensio parabélica aplicada (férmula (8)) o qual, introduzido

na expressao (9), tendo em atengéo que o = 0 e integrando entre 0 ¢ ¢, d4
t
e(t) =0+ —"—= | dt ="t (29)

igual a expressido (27) como se queria mostrar.

Para que os pontos da curva da extensdo (19) comuns a cibicas contiguas da familia ndo
sejam pontos angulosos € necessario que as tangentes nesses pontos apresentem coeficientes
angulares iguais & esquerda e a direita, isto é, quando considerados em cubicas contiguas.

Os coeficientes angulares sdo obtidos a partir da 1* derivada, expressdo (11), fazendo t =
(2n — 2)T, considerado como ponto da cibica do ciclo de ordem n:

j—i [(2n—2)T) =0 (30)
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0 que mostra que a tangente & horizontal.
Para se ter o coeficiente angular do mesmo ponto, mas pertencendo & cibica do ciclo de
ordem (n — 1), deve substituir-se n por (n — 1) na expressio (11), donde:

de  douT | 3/t\* 3 t
'(E— 3K l:—z (T) +§(2n—3)f—3(n—1)(n—2) (31)
que, no ponto ¢ = (2n — 2)T assume o valor:
de
m [(2n—2)T)=0 (32)

igual ao obtido em(31), o que mostra serem as duas tangentes coincidentes, ndo sendo, por isso,
angulosos os pontos considerados.

Na Figura 4 encontram-se representadas as quatro primeiras cubicas da familia e as corres-
pondentes tensdes normais parabdlicas em fungdo do tempo e dos ciclos referidos a dois sistemas
de eixos (g,t) e (o,t), ortonormados e monométricos, isto é, com graduagdes iguais, indicando-
se em cada um deles a factor de escala que permite esta circunstiancia. Os factores de escala
foram os mesmos apresentados em Peres Rodrigues (1990) e em Peres Rodrigues (1995) para
uma mais fécil comparagdo das duas tensoes ciclicas utilizadas. Igualmente se representa a recta
(27) lugar geométrico dos pontos méximos, minimos ¢ de inflexdo da familia de cibicas.

Apresenta-se 0 Quadro 1 que permitiu tragar as quatro primeiras ciibicas da familia, sendo
assinaladas a “bold” as ordenadas dos pontos das cibicas pertencentes as extensoes devidas a
tensdo parabdlica ciclica aplicada.

No Quadro 2 apresentam-se os valores das tensdes normais do ciclo de ordem n, tendo como
unidade oas € que permitiu tragar as tensdes parabélicas ciclicas das Figuras 2, 3 e 4.

Procure-se agora verificar que as extensdes (19) se encontram enquadradas por duas rectas
paralelas a recta (27). Para isso determine-se os pontos de (19) que admitem tangente paralela &
recta (27), isto €, os valores de t da 1* derivada (11) que tornem esta igual ao coeficiente angular
de (27}, portanto que seja:

2
douT | 3 (i) +3(on- 1)% _ 3n(n— 1)} = foul’] (33)

3K

a\T 2 3K 2

que resolvida conduz a:

ts:[(2n—1)+\/§:|Teti:[(Zn—l)—\/g]T (34)

Substituindo estes valores em (19) obtém-se as ordenadas genéricas correspondentes aos
pontos tangentes superiores ¢ inferiores do diagrama das extensdes:

4o T 1 2 /1 4oy T 1 2 /1
o(t) = 3¢ [”*(5‘3 3)}“@: 3K [”‘(5*5 g)} G

Estes pontos tangentes estdo alinhados sobre as duas rectas paralelas:

40T (1t 1 \/T :
s) = - — — 3
e(ts) 3K (2 T + 6 3> recta superior (36)
domT (1 ¢ 1 \/T . .
ti — —_——_— - = —
e(t;) 3K (2 T8 3) rectainferior 37

32



Fig. 4 - Diagramas das extensdes e tensdes em fungio de t/T.

Quadro 1 - Valores das extensdes normais normalizadas - UENII(T
= ciclo + ciclo
1 2 3 4 2 3 4

0 0 8.00000 - - 5.25 045312 3.57812 470312
025 | 005729  6.18229 - - 5.50 -0.70833  3.79167  4.29167
0.50 | 0.20833 470833 - - 5.75 - 3.94271  4.06771
0.75 | 0.42188  3.54688 - - 6.00 - 4.00000  4.00000
1.00 | 0.66667  2.66667 - - 6.25 - 393229 4.05729
125 | 091146  2.03646 - - 6.50 - 370833 4.20833
150 | 112500  1.62500 - - 6.75 - 329688  4.42188
175 | 127604 140104 - - 7.00 - 266667  4.66667
2.00 | 133333 1.33333  9.33333 - 7.25 - 1.78646  4.91146
225 | 126562 139062  7.51562 - 7.50 - 0.62500  5.12500
250 | 104167 154167  6.04167 - 7.5 - -0.84896  5.27604
275 | 063021 175521  4.88021 - 8.00 - - 5.33333
3.00 0 2.00000  4.00000 - 8.25 - - 5.26562
3.25 | -0.88021  2.24479  3.36979 - 8.50 - - 5.04167
3.50 - 2.45833  2.95833 - 875 - - 4.63021
3.75 - 2.60938  2.73438 - 9.00 - - 4.00000
4.00 - 2.66667  2.66667 - 9.25 - - 3.11979
425 - 2.59896  2.72396  8.84896 | 9.50 - - 1.95833
4.50 - 2.37500  2.87500 737500 | 9.75 - - 0.48438
4.75 - 1.96554  3.08854  6.21354 | 10.00 - - -1.33333
5.00 - 133333 3.33333 533333 | 1025 - - -
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Quadro 2 - Valores das tensdes normais normalizadas a o s no ciclo de ordem n.

N N
2n—2 0 2n—0.75 09375

2n—1.75 04375 | 2n—0.50 0.7500
2n—-1.50 0.7500 | 2n —0.25 04375

2n—1.25 0.9375 2n—0 0
2n—1 1 - -
Ay = [P1PyP3P4Pg)
Ay = [PgP4P5PgP7]
A’l = [P1P2P4P8]
Ay = [P3P4P6P7]
! ! ! A; = [PoP4Ps]
P, Pgl lp, As= [P4P5Pg]
(2n-2)T 2n-D)T 2nT t
}’ >|| ciclo

n

Fig. 5 - Areas a calcular.

que se encontram representadas igualmente na Figura 4.

Prove-se agora que as dreas limitadas em cada ciclo pela curva das extensdes (19) e pela
recta (27) s@o iguais.

Por conveniéncia do estudo vao ser determinadas as dreas indicadas na Figura 5 respeitantes
a curva das extensdes (19) e da recta (27).

Depois de efectuadas as operacdes, obteve-se, sucessivamente, no que se refere a curva das
extensoes (19):

(@n-1)T 403 T? 13
A :/ e(t)dt = —M (n——) (38)
[ PR 3K 16
2nT 2
4UMT 3
A :/ e(t)dt = <n——> (39)
’ (2n—-1)T (® 3K 16

e no que se refere a recta (27):

20y [T 403, T? 3

A =M tdt = _° 40

1= 3K Jon_ayr 3K (” 4) 40
2 InT 403, T?

4y = 22u tat = 27 ( —1> @n)
3K Jan_1yr 3K 4

A drea A, limitada no ciclo de ordem n pela curva das extensdes (19) e pelo eixo dos tempos,
t, serd entdo, atendendo a (38) e (39):

4(7MT2

Ac= Ay + Ay = (2n - 1) (42)
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A drea A, limitada no ciclo de ordem n pela recta (27) e pelo eixo dos tempos, , serd entio,
atendendo a (40) e (41):

4o, T?
Ap = Ay + Ay = ZM2 (9 1) (43)
As expressoes (42) e (43) provam a igualdade das édreas pretendidas.
As dreas A; e A, limitadas em cada semi-periodo, T', do ciclo de ordem n pela curva das
extensdes (19) e pela recta (27) (com interesse no item 3) sdo dadas pelas seguintes expressdes:

U]\/[T2
A=A - A = 44
LT 7 16K @
UMT2
A=A, — Ay = —— 4
2T 6K “5)

As dreas A4; e A, s@o iguais e independentes da ordem n do ciclo.

Se, num dado instante, ¢, se retirar a tensdo aplicada, o modelo de Newton, dadas as suas
caracteristicas de funcionamento, conservard a extensio sofrida, que servird de extensio inicial,
€0, para uma nova aplicagéo de tensdo, qualquer que seja a sua lei de variagéo.

3- CASO DO SEMI-PERIODO, T, TENDER PARA ZERO

Conservando o valor médximo da tensio parabdlica ciclica, oy, faga-se tender o semi-periodo,
T, para zero.

As rectas (36) e (37) paralelas a recta (27) e que enquadram a curva das extensdes (19),
tenderdo para a recta (27) quando o semi-periodo, T, tender para zero, donde, de (36):

. 4oy . 1 1 /1 _20Mm
fim e(ts) = 3 fm, <2t+ 6\/;T> 3K (46)
e de (37):
. dop . 1 1\/T 20
)= ZoM Stz fiT) =M 47
Jmelt) = 35 %‘E‘O<2t 6 3T> 3K ¢ @)

0 que prova que as rectas (36) e (37) tendem para a recta (27).

Por outro lado, se se determinarem as extensdes de (19) correspondentes aos pontos quartos
(pontos P; ¢ P5 da Figura 5), do seu dominio (6), ter-se-4 para os pontos quartos inferiores
(pontos P3) a abcissa genérica:

t= (2n — g) T (48)
que, por substitui¢do em (19) e efectuadas as operagdes adequadas conduz a extensdo genérica:
3 20T 27 20T 3 3
- = = —— 1= 2n — - — — 49
SK% 2)T} 3K (2" 16) 3K (" 2 16 “9)
Tendo em atengdo (48), a expressio (49) poderd tomar a forma:
3 20m 3 3 20m 3
-2 =M -z - —T|=="Z(t— =T 50
¢ [(2" 2) T] 3K [(2" 2)T 16T] 3K (t 16 0)
que, no limite, sera:
. 20Mm 3 20 um
71l =""= 51
50 3K (t 16T> 3K ¢ Gb

35



eK g
omT ] om

3103 523—%{(27)
2102
11 ofom=1

: Um/UM:'g‘

t

Fig. 6 - Diagrama das extensoes ¢ tensdes quando o semi-periodo, T, tende para zero.

Para os pontos quartos superiores (pontos Py) ter-se-4:

‘= <2n - %) T (52)
com raciocinio idéntico, dard, por substituigdo em (19) e tendo em atencao (52):
5[<2n—%> T} :2‘;’? <2n~%) :23"—KM(t+ %T) (53)
que, no limite, serd:

As expressdes (51) e (54) provam que os pontos quartos da curva das extensdes (19) tendem
para a recta (27) quando o semi-periodo, T', tende para zero.

As drcas (44) e (45), iguais ¢ limitadas em cada semi-perfodo T' do ciclo de ordem n pela
curva das extensdes (19) e a recta (27) tendem para zero com o semi-periodo T, donde:

2
oul” _, (55)

i s = i A, = i, o7

O valor médio, o, da tensdo parabélica aplicada dada pela expressdo (8) é independente do
semi-periodo, T', e, portanto, o seu valor mantém-se quando T tender para zero.

Pelo que acaba de se expor, pode-se concluir que quando o semi-periodo T' tende para zero,

a familia de cubicas e a curva das extensdes correspondentes degeneram e passam a coincidir

com a recta (27), recta esta que define uma fluéncia estaciondria quando the é aplicada uma

tensao normal de valor igual ao valor médio da tensdo normal o,,, da carga parabdlica aplicada
(Figura 6).

4 - CONCLUSOES

A andlise efectuada mostra que um material que seguisse 0 modelo reol6gico de Newton e
fosse sujeito a uma tensdo parabélica ciclica, sofria uma extensio, tipo ondulatério, cujos pontos
de inflexdo estariam alinhados sobre uma recta que passava pela origem. Esta recta correspondia
a fluéncia estaciondria do material considerado submetido a uma tensiio constante igual ao valor
médio da tensdo parabdlica aplicada.

Se se fizesse tender o semi-perfodo da tensdo parabélica ciclica para zero, a extensio ondu-
lat6ria degeneraria na recta definida pelos seus pontos de inflexdo.
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Se num dado instante se retirasse a tensfo parabdlica ciclica aplicada, o material conservaria
a extensdo sofrida até entdo.

A aplicagio pritica deste estudo estd limitada a existéncia de materiais cujo comportamen-
to reolégico se aproxime do modelo de Newton, isto €, que tenham um comportamento quase
viscoso perfeito. Serve, sobretudo, para o estudo de outros modelos reoldgicos que contenham
o modelo de Newton na sua constituigdo, como sejam, por exemplo, os modelos reolégicos de
Maxwell, Kelvin, Kelvin generalizado ou Nakamura e Burger’s.
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