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RESUMO - A aplicagio do Teorema da Regifio Inferior a problemas praticos complexos, quer em termos
de geometria, quer em termos de acges, ¢ frequentemente dificil. Todavia, as solugdes baseadas neste
teorema apresentam um enorme interesse para a pratica da engenharia dada a sua inerente garantia de
seguranga.

O problema bésico de qualquer analise da regidio inferior consiste na construgfo de campos de tensio
estaticamente admissivels que conduzam a solugdes que sejam o mais proximas possivel da carga de
colapso. Neste artigo apresenta-se um método racional para a construgdo de campos de tensfo
estaticamente admissiveis que supde a discretizagdo do dominio em elementos finitos € o uso da
programagdo linear para optimizar a carga de colapso sujeita a um conjunto de restrigdes entre as tensdes.
Faz-se a aplicagdo da metodologia a problemas de capacidade de carga.

SYNOPSIS - The Lower Bound Theorem is a powerful tool for analysing stability problems as it assures
getting in a rigorously safe solution. Nevertheless, its application to practical problems with complex
geometries and stress fields is usually rather difficult.

The basic problem of any lower bound analysis turns to be constructing statically admissible stress
fields conducting to solutions as close as possible to failure conditions. In this work a rational method for
this purpose is presented, admitting a discretisation of the soil mass into finite elements and using linear
programming to optimise loading subjected to stress constrains. This methodology is applied to bearing
capacity problems.

1 - OS METODOS DE ANALISE LIMITE

Ha trés condiges bdsicas necessarias para a solugio de problemas no 4mbito da mecéinica
dos corpos deformaveis: as equagdes de equilibrio, as equagBes de compatibilidade
relacionando deformagdes com deslocamentos e as relagdes tensio-deformagio.

Em regra, existe, por um lado, um mimero infinito de estados de tensdo que verificam as
equacdes de equilibrio, o critério de cedéncia e as condigdes de fronteira em termos de tensGes
e, por outro lado, um mimero infinito de modos de deslocamento compativeis com uma
deformagdo continua do corpo e que satisfazem as condigdes de fronteira em termos de
deslocamentos. Portanto, hd que usar as relagdes tensdo-deformagio para determinar a
correspondéncia entre os estados de tensdo e de deformagio por forma a encontrar uma solugdo
univoca. Porém, para um material elasto-plastico, sujeito a um aumento gradual da solicitagéo,
verifica-se uma evolugio do seu estado que passa sucessivamente pela resposta elastica inicial,
pela situagdo intermédia de fluxo plastico contido e, finalmente, pelo fluxo plastico sem
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restrigdes. A solugdo completa dos problemas elasto-plasticos torna-se, assim, muito complexa,
mesmo em casos simples, o que justifica a necessidade de metodologias que fornegam
estimativas da capacidade de carga ultima de um modo mais directo. A analise limite constitui
uma metodologia que possibilita a formulagio de uma previsio definitiva das cargas de
colapso sem que seja necessaria uma andlise elasto-pldstica passo a passo.

Os métodos de analise limite consideram as relagdes tensdo-deformagio dos solos de um
modo idealizado, isto &, pressupondo o fluxo plastico associado (ou o postulado da estabilidade
de Drucker). Esta suposigdo permite a demonstragdo dos teoremas limite (ver, por exemplo,
Chen ¢ Liu, 1990) que suportam a andlise limite, a qual constitui assim uma metodologia
analiticamente rigorosa. Os teoremas limite (Teoremas das Regides Superior ¢ Inferior) podem
ser convenientemente usados para obter solugdes (incompletas) que limitam superior ¢
inferiormente as cargas de colapso relativas a problemas de estabilidade.

A aplicagio de técnicas baseadas no Teorema da Regido Superior (T.R.S.) a resolugdo de
problemas de estabilidade no dominio da Mecinica dos Solos, considerando ou nio
solicitagGes sismicas, tem experimentado nos ultimos tempos um assinalavel avango (ver, entre
outros, Chen e Liu, 1990). A principal virtude da aplicagdo dessas técnicas reside no facto de,
independentemente da complexidade da forma do macigo terroso ou da configuragdo da
solicitagdo, ser sempre possivel obter uma aproximagdo realista da carga de colapso. Se a isto
de associar a relativa simplicidade de aplicagdo conclui-se da utilidade de tais técnicas.

Entretanto, embora o Teorema da Regifio Inferior (T.R.1) constitua também uma
ferramenta poderosa para a resolugdo de problemas de estabilidade, até porque garante a
obtengio de solugbes inequivocamente seguras, a sua aplicagdo a problemas praticos com
geometrias complexas e sujeitas a sistemas de forgas complicados ¢ muitas vezes dificil. Com
efeito, o T.R.L tem sido aplicado menos frequentemente no dominio da Mecéanica dos Solos do
que o TRS. uma vez que é consideravelmente mais simples imaginar um adequado
mecanismo de rotura cinematicamente admissivel do que construir um apropriado campo de
tensGes estaticamente admissivel. Todavia, se bem que as solugdes baseadas no T.R.S.
constituam frequentemente boas estimativas das cargas de colapso, as solugdes baseadas no
T.R.I apresentam um enorme interesse para a pratica da engenharia dada a sua inerente
garantia de seguranca.

Para que um campo de tensdes seja estaticamente admissivel, isto €, para que obedega aos
pressupostos do T.R.L, € necessario que esteja em equilibrio estitico com as solicitagdes, sejam
elas resultantes de forcas de massa (peso proprio, por exemplo) ou de forgas aplicadas na
fronteira, e que em nenhum ponto a tensdo seja superior a tensdo de cedéncia do material. E
importante referir que para que uma solugdo possa ser considerada satisfatéria ela deve ser
susceptivel de ser estendida a todo o meio em estudo de modo a ficar assegurada a condigio de
em nenhum ponto ser violado o critério de cedéncia. Logo, a solugdo de problemas de
estabilidade pode ser conseguida a custa da resolugio do sistema de equagdes constituido pelas
equagbes de equilibrio juntamente com a equagdo que traduz o critério de cedéncia
considerado, tendo em atengio as condigdes de fronteira.

Na medida em que h4 infinitos campos de tensdo que obedecem as condigBes anteriores, o
problema bésico de qualquer andlise da regido inferior consiste na construgdo de campos de
tensdo que sejam adequados, no sentido de conduzirem a solugdes que sejam o mais proximas
possivel da carga de colapso. Lysmer (1970) apresentou um método racional para a construgdo
de campos de tensdo estaticamente admissiveis que supde a discretizagdo do dominio em
elementos finitos ¢ 0 uso da programagio linear para maximizar a carga sujeita a um conjunto
de restrigbes entre as tensoes.
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Outros autores t€m usado a formulagfo proposta por Lysmer, com variages mais ou
menos substanciais, para computar soluges da regido inferior, sendo de referir, entre outros,
Basudhar et al (1979), Bottero et al (1980), Sloan (1988), Singh e Basudhar (1993), Freitas
(1994), Freitas ¢ Cardoso (1995a e b), etc..

2 - DETERMINACAO DE CAMPOS DE TENSAO ESTATIC AMENTE ADMISSIVEIS

2.1 - Descontinuidades no campo de tens&es

Um processo geral para resolver problemas através da aplicacdo do T.R.I. consiste em
introduzir Descontinuidades no campo de tensdes. Este processo baseia-se no facto de num
material plastico, uma vez atingida a tensdo de cedéncia, deixar de haver correspondéncia
biunivoca entre tensdes e deformagdes, podendo estas aumentar sem que as tenses sofram
qualquer alteragdo. Como. por outro lado. o TR.I nfo obriga 4 compatibilidade das
deformagdes, supondo o material em cedéncia, podem introduzir-se (obedecendo a certos
critérios) descontinuidades nos campos de tensdo correspondentes a equilibrios plasticos, de
modo a obter solugdes que satisfacam as condi¢des de fronteira. Estas descontinunidades
definem superficies sobre as quais ha variagbes bruscas do estado de tensdo, quer em valor,
quer em direcgdo.

E, entdo, possivel obter solugdes aproximadas de muitos problemas clissicos da
plasticidade, considerando o campo de tensdes constituido por um conjunto de zonas com
tensdes linearmente varidveis limitadas por descontinuidades arbitrariamente escolhidas.

As tensdes de duas quaisquer zonas separadas por uma dada descontinuidades nio podem
ser quaisquer uma vez que as componentes, normal e tangencial, da tensio actuante na
descontinuidade devem, obviamente, ser as mesmas quer sejam avaliadas a partir do estado de
tensdo de uma das zonas quer a partir do correspondente A vizinha. Em resumo, o método
baseia-se nas seguintes consideragdes:

- em cada zona as tensdes tém que verificar as equagdes de equilibrio; em particular,
caso ndo se considerem forgas volimicas, o campo de tensfo ¢ constante em todos os
pontos de uma dada zona, verificando-se automaticamente as referidas equagdes;

- em cada zona todos os pontos sdo supostos em cedéncia pléstica, devendo, por isso, o
respectivo estado de tensdo obedecer ao critério de cedéncia;

- entre cada duas zonas contiguas os estados de tensdo estdo relacionados de forma a
que haja constincia das tensdes sobre a descontinuidade, obedecendo-se¢ assim as
equagdes de equilibrio.

2.2 - Metodologia desenvolvida e aplicada

Uma vez que, para um dado problema, existe uma infinidade de campos de tensdo
estaticamente admissiveis, um método racional para a construgdo de campos nessas condigdes
deve possuir também a capacidade de seleccionar os que correspondem a solugdes 6ptimas
dentro da regido inferior. Lysmer (1970) apresentou um método que supde a discretizagdo do
dominio em elementos finitos, definidos por descontinuidades no campo de tensdes, ¢ o uso da
programagcao linear para optimizar a carga de colapso sujeita a um conjunto de restri¢des entre
as tensdes. Neste trabalho adopta-se uma metodologia que deriva das ideias de Lysmer.

O método usado aplica-se a campos de tensdo bidimensionais e admite que todas as
componentes da tensdo variam linearmente no interior dos elementos triangulares em que se
divide o meio em estudo. Logo. ¢ possivel expressar o equilibrio ¢ a condi¢io de nio-cedéncia
através de um conjunto de restrigdes lineares; a solugdo Optima da regifo inferior pode entdo
ser isolada usando a programacio linear. O método comporta, portanto, os seguintes aspectos:
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- 0 macigo & discretizado num conjunto de elementos triangulares com 3 nos (ver
Fig.1), constituindo as 3 componentes da tensdo em cada no as incognitas;

- nas interfaces entre elementos contiguos existem descontinuidades do campo de
tensdo; entio as tenstes num dado nd podem variar de elemento para elemento;

- para evitar restrigdes ndo-lineares, o critério de cedéncia € traduzido por uma fungéo
linear das tensdes desconhecidas; no caso do critério de Mohr-Coulomb (ou de
Tresca) tal é conseguido usando uma aproximagdo poligonal, tio proxima quanto se
queira da superficie de cedéncia, expressa em termos das 3 componentes da tensdo
(ver Fig.2); o poligono ¢ definido de modo a ser interior 4 superficie de cedéncia,
assegurando assim que a solugio obedece aos pressupostos do T.R.L;

- as condigSes de fronteira e de equilibrio, o critério de cedéncia ¢ a carga de colapso
sdo traduzidos por equagdes lineares, sendo esta filtima optimizada consequentemente
sob um conjunto de restrigdes lineares expressas em termos das incognitas.

M 7

r k1

Fig.1 - Exemplo de um macigo discretizado em elementos triangulares

Como ¢ descrito em pormenor por Freitas (1994) e Freitas ¢ Cardoso (1995a), partindo
destes pressupostos obtém-se conjuntos de restrigdes lineares que traduzem: (i) o equilibrio no
interior dos elementos, nas descontinuidades e nas fronteiras; (ii) as condi¢des de nio-cedéncia,
mediante a linearizagdo do critério de Mohr-Coulomb com o gran de aproximagdo que se
desejar, tal como se discute mais adiante; (iii) e, quando for o caso, as condigbes de simetria
e/ou as condigBes, nas fronteiras com carga a maximizar, necessarias para contemplar cargas
inclinadas ou excéntricas.

A procura do campo de tensdes estaticamente admissivel que optimiza a carga de colapso
pode, entdo, ser formulada do seguinte modo:

Maximizar a carga  Q = {c}1 {c} 1)

tendo em atencio as'restrigdes [A] {o} < {b} 2)

em que {c} € o vector das tensdes nos pontos nodais de todos os elementos, {c} € o vector dos

coeficientes da fungdo objectivo € [A] e {b} resultam do agrupamento das restricbes acima

referidas. A metodologia de resolugio deste problema de programagio linear ¢ também
discutida pelos dois autores acima indicados, niio sendo abordada neste artigo.

Para a resolugio de problemas foi desenvolvido um programa de calculo automatico em
FORTRAN 77 para criagdo da fun¢do objectivo ¢ das restri¢des, optimizagdo da solugio e
tratamento de resultados. Todos os exemplos apresentados neste trabalho foram executados
num PC 486DX/33.
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Pm13 P=8
Critério de Mohr-Coulomb:
x2+v2=R2
pes sendo
pols > X=o0y- Oy
Y=2 Txy
R=2ccos¢+(oy +oy ) send
P=24 P=36
\un’_/

Fig.2 - Aproximagdes lineares ao critério de Mohr-Coulomb através de poligonos com numero de lados
(P) distintos

3 - APLICACOES NO DOMINIO DAS FUNDACOES DIRECTAS

Uma das maiores vantagens da formulagdo numérica do T.R.1. apresentada reside no facto
de permitir trabalhar com geometrias e solicitagdes complexas. Além disso, podem ser
modelados macigos heterogéneos.

Em seguida vdo ser analisadas aplicacdes mais ou menos complexas no dominio das
fundagées directas, sendo comparados os resultados obtidos com outras solugbes analiticas,
numéricas ou semi-empiricas propostas por varios autores.

No final apresenta-se um exemplo que ilustra a aplicagdo, sem alteragSes significativas, da
técnica implementada 4 determinagfo de uma solugdo da regifo inferior para um carregamento
nio drenado num macigo cuja resisténcia aumente linearmente em profundidade.

4 - SAPATA ASSENTE SOBRE UM MACICO PURAMENTE COESIVO

4.1 - Grau de aproximacao da fungio de cedéncia e nimero de descontinuidades

Na Fig.3a esta representada a malha para o caso do campo de tensdo possuir apenas uma
descontinuidade estaticamente admissivel. A malha ¢ composta por dois elementos triangulares
e 5 arestas, das quais 2 sfo de fronteira externa e outras 2 de fronteira interna. As condigGes de
fronteira a impor sdo

©12=021,=712=121=0

‘523 = ‘532 =0 (3)
¢ a fungio objectivo a maximizar € a carga de colapso dada por
Q=qB=(0p3+037)B/2 ©))
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Fig.3 -Sapata assente sobre macigo puramente coesivo: a) 1 descontinuidade; b) 7 descontinuidades

Considerando a resisténcia ndo-drenada igual a c,;=20kPa, o valor obtido para a
capacidade de carga foi q=69,28kPa, ou seja, q=3,46c,, que comparado com a solugio
conhecida (Guedes de Melo, 1975) para uma descontinuidade (q=4,00c;) tem um erro de

13,5%. Esta solugdo foi obtida para P=6 que, segundo Lysmer (1970), deve ser o valor minimo
a utilizar. No Quadro 1 apresentam-se as solugdes obtidas para diversos valores de P, assim
como o0s erros relativamente a solugio exacta indicada. Dos resultados obtidos pode-se concluir
que para P>12 a solugfo ¢ aceitdvel.

Quadro I Quadro II

Factor N para P varidvel e 1 descontinuidade Factor N para 1, 2 e 7 descontinuidades

P 6 12 18 24 36 48 N° de descont. 1 2 7

Nc =q/ ¢y | 3.46 3.86 3,94 3,97 3,99 3,99 Ne=4 / oy (D 3,99 4,80 5,11

Erro, £ (%) | 13,5 3,5 1,5 0,8 0,3 0,3 Ne=4d/¢; (@) 4,00 4,83 5,12
Erro, £ (%) 0,3 0,6 0.2

Notas: (1) - resultados obtidos, (2) - valores exactos

Veja-se agora o que se passa para um valor constante P=48 e 2 ou 7 descontinuidades. Na
Fig.3b mostra-se, a titulo ilustrativo, a malha usada no ultimo dos dois casos. Os resultados
obtidos sdo apresentados no Quadro I1. Constata-se que as solu¢Ses obtidas numericamente sdo
muito proximas das consideradas exactas para o mesmo numero de descontinuidades. De
salientar ainda o facto de a solugdo com 7 descontinuidades ser mmito préxima da solugdo
exacta, q=(2+m)cy, correspondente a um numero infinito de descontinuidades.

4.2 - Consideragao da simetria. Comparagdo com resultados apresentados por Sloan (1988)

O problema que se apresenta seguidamente foi resolvido por Sloan (1988). E idéntico ao
problema anterior (7 descontinuidades) mas na sua resolucio considera-se a simetria e, além
disso, as descontinuidades tém localizagdes diferentes. A malha utilizada estd representada na
Fig.4 e os resultados sdo sumarizados no Quadro II1, para varios valores de P.

De notar que os valores encontrados para o factor de carga N sdo ligeiramente inferiores
aos obtidos por Sloan (1988), em virtude de no presente trabalho se ter utilizado precisdo
numérica simples enquanto o referido autor usou precisdo dupla. Confirmando o concluido por
Sloan, verifica-se, mais uma vez, que para P=12 a solugdo ¢ ja muito proxima da exacta
(N.=2+n); as melhorias para maiores valores de P sdo relativamente pouco significativas,
aumentando, no entanto, de modo muito importante o tempo de execugio.
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Fig.4 - Sapata assente sobre um macigo puramente coesivo. Consideragdo da simetria (7

>
X

descontinuidades)
Quadro III
Factor N para P varivel e considerando a simetria
P 6 12 24 48 48 (4)

Ne=q/¢y (D 4,72 5,03 5,06 5,07 5,08
Ne=q/¢y @) 4,70 5,02 5,05 5,05 5,05
t (seg.) 3) 33 42 64 80 33
Notas: (1) - resultados obtidos por Sloan (1988)

(2) - resultados obtidos na presente anilise

(3) - tempo de execugio

(4) - malha estendida

Note-se, por outro lado, a diferenga que existe em relagdo ao resultado determinado
(Ng=5,11) no paragrafo anterior (7 descontinuidades e P=48), a qual resulta do diferente
posicionamento das descontinuidades.

Como garantia de que os valores obtidos sdo verdadeiras solugdes da regifio inferior,
comprova-se que fazendo uma extensdo da malha, representada também na Fig.4, os novos
valores encontrados sdo iguais aos determinados com a malha original (ver Quadro IIT).

5 - SAPATA ASSENTE NUM MEIO COESO-FRICCIONAL SEM PESO

A capacidade de carga de uma sapata continua, sujeita a uma sobrecarga lateral de valor
(o, com base lisa e assente sobre um macigo coeso-friccional sem peso ¢ dada por

qzc'Nc+QQNq (%)
onde
Ny =c™ 189 1g2(45°+ ¢'/2) (6)
N, = (Nq - 1) /tgd’ @)
em que c' ¢ ¢' sdo os parametros de resisténcia ao corte. Das expressoes (5) ¢ (7) retira-se
Ng=(@ted +¢)/(qq ted' + ) ®)
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Fig.5 - Sapata assente num meio coeso-friccional e sem peso

Para estudar este problema usou-se a malha representada na Fig.5. No sentido de se
comparar os resultados obtidos com os reportados por Sloan (1988) considerou-se c'=1kPa e
$'=40°; entdo a solugdo exacta avaliada pela expressio (6) é Nq=64,20.

O problema foi também analisado para diversos valores de P, estando os resultados obtidos
resumidos no Quadro IV. Da andlise deste quadro torna-se evidente que, neste caso, considerar
P=12 ndo conduz a uma solugdo aceitavel. Sloan aponta como causa deste facto a dependéncia
do critério de cedéncia de Mohr-Coulomb em relagio a pressio média. Desta forma,
compreende-se porque € que a solugdo € bastante sensivel ao numero de lados do poligono do
critério de cedéncia linearizado. Para P igual a 24 e 48, a anilise efectuada conduz a cargas de
colapso aproximadamente 7% e 4% inferiores ao valor exacto, respectivamente.

A analise com a malha estendida, apresentada também na Fig.5, conduziu a um valor de
Nq muito proximo do encontrado com a malha inicial. E aceitavel, portanto, considerar as

soluges apresentadas no Quadro IV como verdadeiras solugdes da regido inferior.

Quadro IV
Factor Nq para P variavel e macigo coeso-friccional
P 6 12 24 48 48 (5)
Nq ¢)) 35,68 53,58 59,69 61,35 61,11
Nq 2) 35,04 51,81 59,55 61,57 61,60
Erro, € (%) (3) 45,4 19,3 7,2 4,1 4,0
t (min.) 4) 1,8 1,7 3,0 3,8 8,2

Notas: (1) - resultados obtidos por Sloan (1988)
(2) - resultados obtidos na presente analise
(3) - erro em relagdo ao valor 64,20
(4) - tempo de execugfo
(5) - malha estendida
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6 - FACTORES DEPENDENTES DA GEOMETRIA DA SOLICITACAO PARA UMA
SAPATA ASSENTE NUM MEIO COESO-FRICCIONAL SEM PESO

6.1 - Solicitagdo inclinada. Factores de inclinagfo da carga

Como ¢ sabido, para determinar a capacidade de carga de sapatas com cargas inclinadas
aplicam-se a expressdo (5) os factores correctivos i, e iq, habitualmente designados por
factores de inclinagio da carga, ficando entdo

q=c¢'Nci; +qq Nqiq &)
Os factores de inclinagio tém sido avaliados semi-empiricamente por diversos autores.
Como ilustra a Fig.6, onde esta representada a malha usada, determinou-se a capacidade de
carga de uma sapata que transmite uma carga inclinada uniformemente distribuida, sendo a
relagdo entre as componentes horizontal e vertical suposta igual a 0,25.
Nos calculos efectuados considerou-se ¢'=20kPa ¢ ¢'=30°, donde vem que N.=30,14 e
Nq=18,40‘ Para determinar os valores dos factores pretendidos procedeu-se do seguinte modo:
1°) - em primeiro lugar, supondo a sobrecarga nula, obteve-se a carga ultima q; e, em

seguida, calculou-se N i, =qq/¢'=17,79;

2°) - em segundo lugar, considerando uma sobrecarga q, ndo nula, calculou-se a carga
ultima g, €, depois, obteve-se Nq iq =(@ -q1)/qe=10,71.

Fig.6 - Sapata com carga uniformemente distribuida inclinada de 8. Determinagfo dos factores de
inclinagdo da carga

No Quadro V comparam-se os valores de i. e iq assim determinados com os propostos por

Meyerhof, Hansen ¢ Vesic. Note-se a muito boa concordincia desses valores com os deste
ultimo autor bem como, embora em menor medida, com os de Hansen. Em consequéncia,
conclui-se que os valores de i. € iq indicados por Vesic, Hansen e neste artigo conduzem a

resultados bastante semelhantes, enquanto que os propostos por Meyerhof se afastam dos
outros pelo lado da inseguranga.

6.2 - Solicitagdo excéntrica

Como se ilustra na Fig.7, onde estd desenhada a malha usada, pretende-se determinar a
carga de colapso, Q, de uma sapata assente num meio coeso-friccional sem peso e sujeita a
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uma solicitagio vertical composta com momento. Sendo B a largura da sapata, admite-se que o
momento transmitido resulta duma excentricidade da carga vertical igual a e=B/8.

Quadro V
Comparagdo dos factores de inclinagdo da carga
ic iq
Meyerhof 071 0,71
Hansen 0,51 0,54
Vesic 0,56 0,59
Presente analise 0,59 0,58

Supondo ¢'=20kPa e ¢'=30°, obteve-se a seguinte carga de colapso Q=667,6kN/m.
Na pritica corrente de dimensionamento de fundagdes directas, sendo a capacidade de
carga q avaliada pela equagdo (5), a carga de colapso ¢ calculada pela seguinte expressao:
Q=B'q=B-2¢)q=(1-2¢/B)Bq (10)
0 que, no caso presente, conduz a Q=904,2kN/m. Uma outra proposta para o célculo da carga
de colapso nas condigdes referidas é a de Meyerhof (1953):
Q=[1-(/B)?Bg (11)
donde se retira Q=778,2 kN/m.

Qy . 8/2

i

=<V

Fig.7 - Sapata com carga excéntrica

Portanto, o valor obtido da carga de colapso ¢ inferior em cerca de 26 ¢ 14% aos
calculados pelos métodos usual e proposto por Meyerhof, respectivamente. Note-se que o valor
encontrado estd inequivocamente do lado da seguranga; €, no entanto, importante salientar
também que unicamente os nos extremos (1° e 1ltimo elementos) e o n6 onde actua a tensio de
contacto menos elevada exibem niveis de tensdo afastados da unidade, estando, em
contrapartida, os restantes muito proximos da cedéncia (niveis de tensdo superiores a 0,99).

O resultado parcelar obtido parece, portanto, indicar que as metodologias comuns de
consideragio do efeito das excentricidades na capacidade de carga de sapatas podem conduzir
a valores inseguros. Esta questo necessita obviamente de um estudo mais profundo até porque
os resultados obtidos podem ser afectados pela configuragdo da matha empregue.
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7 - FACTORES DEPENDENTES DA PROFUNDIDADE PARA UMA SAPATA ASSENTE
NUM MEIO COESO-FRICCIONAL SEM PESO

Como ¢ sabido, na pratica corrente de dimensionamento de fundagdes directas despreza-se
a resisténcia do terreno acima do nivel de fundacdo, sendo considerado apenas o efeito do seu
peso através do factor Nq‘ Contudo, ha situagSes em que tal procedimento € claramente

conservativo. A consideracdo daquele efeito pode ser feita aplicando a expressdo (5) os
factores correctivos d. e dq, designados factores de profundidade, donde vem

q=c¢'Nqd. +qq Nq dq 12)
Os factores d; € dq tém sido avaliados semi-empiricamente por diversos autores.

A Fig. 8 representa a malha criada para estudar a questdo em aprego, supondo uma sapata a
profundidade D. Nos calculos efectuados considerou-se c'=20kPa e ¢'=30°, a que corresponde
os seguintes valores exactos de N.=30,14 e de Nq=18,4().

Y

N

4 >
X

Fig.8 - Sapata enterrada com carga uniforme. Determinagéo dos factores de profundidade
O estudo foi realizado de acordo com a seguinte metodologia que teve também por
objectivo testar os valores dos factores N ¢ Nq para além da determinacéo de d; e dq:

1°) - considerou-se a sapata ndo enterrada e sem qualquer sobrecarga a superficie,
tendo-se obtido a tensdo de colapso q com a qual se calculou N. = q / ¢' =

29,16; note-se que este valor € cerca de 3% menor do que o exacto;
2°) - admitiu-se a sapata ndo enterrada e com sobrecarga q, = y D, tendo-se obtido a

tensdo de colapso ¢ com a qual se determinou Nq =(qp-4q1)/ qo = 17.84; 0
valor de Nq obtido é também cerca de 3% inferior ao exacto;

3°) - considerou-se a sapata enterrada e macigo sem peso, tendo-se obtido a tensdo de
colapso g3 que permitiu calcular d; = q3/qp = 1,24,

4°) - supds-se a sapata enterrada e o macigo acima do nivel de fundagdo com peso,
tendo-se obtido q4 a partir da qual se determinou dq =(q4-a3)/(qp -q1) = 1,16.
No Quadro VI comparam-se os valores de d; € dq assim obtidos com os propostos por

Meyerhof ¢ Hansen. Note-se a boa concordincia dos valores obtidos com os preconizados por
aqueles autores.
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Quadro VI
Comparagdo dos factores de profundidade

d. dq
Meyerhof 1,26 1,13
Hansen 1,30 1,22
Presente analise 1,24 1,16

8 - INFLUENCIA DA GEOMETRIA DA SUPERFICIE DO TERRENO PARA UMA
SAPATA ASSENTE NUM MEIO COESO-FRICCIONAL SEM PESO

8.1 - Superficie do terreno inclinada simetricamente

O problema que se ilustra na Fig.9a foi estudado por Chen (1969) aplicando metodologias
baseadas nos T.R.I. e T.R.S. Na referida figura estdo previstas 4 situagBes para a inclinagio da
superficie do macigo, designadas por S1, S2, S3 e S4. A malha de elementos triangulares ¢é
constituida por 21 elementos para a situagdo S1, 18 elementos para a situago S2, 15 elementos
para a situagdo S3 e 12 elementos para a situagio S4.

Os resultados numéricos obtidos para o factor de capacidade de carga N sdo apresentados

no Quadro VII, onde se indica também, para a situagdo S2, os valores exactos calculados pela
expressio (7).

Quadro VII

Factor N, para diversos valores de ¢' e da inclinagdo da superficie
¢’ Ne
©) S1 S2  (Exacto) S3 S4
0 6,13 5,07 (5,14) 4,04 3,00
10 11,10 8,24 (8,35) 5,94 3,98
20 22,82 14,65 (14,83) 9,22 5,43
30 55,68 29,45 (30,14) 15,52 7,70

A Fig.9b mostra os resultados obtidos por Chen pelos dois teoremas (linhas a cheio, —) e
os agora obtidos para angulos de atrito interno ¢'=0°, 10°, 20° e 30° (representados por ). Estdo
também representados (linha a tracejado, ---) os resultados exactos correspondentes a situagio
S2 (supetficie horizontal).

Para a situagdo S2 verifica-se que os valores calculados pela presente metodologia, para os
angulos de atrito interno indicados, sio muito proximos dos valores considerados exactos (ver
também Quadro VII). Note-se ainda que, neste caso, a solugdo exacta é apenas ligeiramente
inferior a obtida por Chen pelo T.R.S.. Por outro lado, observa-se que os valores agora
determinados sdo, em todos os casos, bastante proximos dos calculados por Chen com base no
T.R.S.. Parece, portanto, poder concluir-se que os resultados da regido inferior obtidos pela
metodologia implementada no presente trabalho deverdo ser em geral bastante proximos dos
exactos, muito mais do que os relativos a mesma regido apresentados por Chen.
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Fig.10 - Sapata assente em talude com inclinagdo de 20°

8.2 - Sapata assente num talude

Na Fig.10 representa-se uma sapata assente num talude a profundidade D e mostra-se a
discretizagdo usada na determinagio dos factores de capacidade de carga. Adoptando ¢'=30°,
¢'=10-20kPa e ainda D/B=0,75, obteve-se os seguintes valores para a capacidade de carga:

q=10N'.+15N;=412,22 kPa (13)

q

q=20N'.+15 N'q=643,18 kPa (14)
A resolugdo deste sistema conduz a N'c=23,10 ¢ N'q=12,08_

Para o0 mesmo problema, Bowles (1988) indica os seguintes valores para os factores em
apreco N'-=30,14 ¢ N'q=9,84. Constata-se uma diferenga da ordem dos 25% entre estes valores

e os avaliados na presente andlise, num caso para mais € noutro para menos.
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9 - CAPACIDADE DE CARGA DE UMA SAPATA ASSENTE NUM MACICO COM
RESISTENCIA NAO DRENADA CRESCENTE EM PROFUNDIDADE

Como ¢ sabido em macigos argilosos homogéneos a resisténcia nio drenada cresce em
profundidade de acordo com a lei:
pa— ]
€y~ Cuo b I'yg (15)
em que ¢y € a resisténcia ndo drenada a superficie, b € o pardmetro que define o crescimento
da resisténcia em profundidade e o'y, € a tensdo efectiva vertical, dada por y'z caso o nivel

freatico esteja a superficie, sendo y' o peso especifico submerso € z a profundidade
relativamente a superficie. Davis e Booker (1973) concluiram que a capacidade de carga de
uma sapata assente num macigo puramente coesivo com resisténcia ndo drenada crescente
linearmente em profundidade pode ser definida pela expressio:
q=F[Q+m)cyo+pB/4] (16)

em que F € um pardmetro fungio de pB/c,,,, B € a largura da sapata e p=by".

Na Fig.ll apresenta-se a malha de eclementos triangulares criada para andlise da
capacidade de carga duma sapata com largura B=2_ 50m nas condices referidas.

p\Y'A

-y

Fig.11 - Sapata assente num macigo com resisténcia ndo-drenada crescente em profundidade

Para y'=8kN/m3, Cuo=20KkPa e b variavel entre 0,0 ¢ 0,4 obtiveram-se os valores tabelados
no Quadro VIII onde sdo comparados com os obtidos por Davis e Booker. O valor de N'; €
definido pela razdo g/c,.

Quadro VIII
Factor N'; para diversos valores de b

b 0,0 0,1 0,2 0,3 0.4

> >

Presente analise 5,09 519 527 5,34 5,39

Davis e Booker 5.14 521 528 535 542

Note-se a muito boa concordincia entre os valores de Davis ¢ Booker e os obtidos na
presente analise. Refira-se, por outro lado, que, por exemplo, para o caso b=0,2, se obtém
N'c=5,98 pelo T.R.S., considerando uma superficie circular.
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10 - CONCLUSOES

Apresenta-se um método da regido inferior para obtencdo de solugBes optimizadas de
problemas de estabilidade, as quais, de acordo com o enunciado do T.R.1,, sdo garantidamente
seguras. Todavia, ao utilizar solugdes que, como estas, se baseiam na andlise limite, deve-se ter
presente que tal pressupde que os materiais exibem comportamento plastico associado (angulo
de dilatancia igual ao 4ngulo de atrito), o que, como ¢ sabido, nem sempre corresponde a
realidade no caso dos solos.

Para as andlises da regido superior, um corolario do T.R.S. mostra que qualquer limite
superior de um material com comportamento plastico associado também o € se a plasticidade
for nio-associada. Pelo contrario, ndo existe um corolario equivalente do T.R.L, isto €, ndo estd
demonstrado que um limite inferior para um material com comportamento plastico associado
também o seja no caso ndo-associado. Porém, na prtica tem-se constatado que os limites
inferiores ¢ superiores da carga de colapso de problemas de estabilidade de estruturas
geotécnicas, determinados supondo fluxo pléstico associado, concordam razoavelmente com as
observagdes experimentais.

No artigo apresenta-se solugdes quer de problemas relativamente simples, para os quais ha
solugdes tedricas exactas, quer de problemas formalmente mais complexos, para os quais
existem apenas solugdes semi-empiricas ou determinadas por metodologias de certo modo
andlogas a agora utilizada. Em qualquer dos casos os resultados obtidos concordam com 0s
recolhidos na bibliografia consultada. Deve, ndo obstante, observar-se que, como seria de
esperar, as solugdes encontradas dependem da configuragdo e dimensdio das malhas de
elementos finitos utilizadas.

Consequentemente, a aferigio da metodologia desenvolvida efectuada no &mbito do
presente trabalho assegura que ficam bem assentes as bases para a sua posterior utilizagio na
resolugo de problemas complexos, tanto no respeitante 4 geometria ¢ ao tipo de solicitagdo
como no tocante a heterogeneidade dos macigos terrosos, problemas esses importantes do
ponto de vista pratico mas para cuja solugdo ndo ha métodos analiticos alternativos.
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