MATRIZ DE RIGIDEZ DE SAPATAS RIGIDAS
EMBEBIDAS NUM SEMI-ESPACO ELASTICO
LIMITADO OU NAO POR UM ESTRATO RIGIDO

Stiffness matrix of rigid footings embedded in elastic half space
limited or not by a rigid layer

MANUEL DE AZEREDO*

RESUMO - Determina-se a matriz de rigidez completa e consistente de sapatas rigidas com qualquer forma
em planta, embebidas num meio eldstico semi-infinito considerando ou ndo a existéncia de atrito entre
a sapata e o meio. A sapata é representada por um conjunto de nés no seu plano, para os quais ¢ calculada
uma matriz de flexibilidade do meio semi-infinito através da solug¢do fundamental de Mindlin, sendo
discutida a necessidade de proceder a algumas integragdes numéricas com vista a remogdo da singula-
ridade que surge na diagonal principal daquela matriz. Por esta razdo ¢ associado a cada né um elemento
de area de tensdo constante.

A imposigio, nos nés, de conjuntos de deslocamentos correspondentes aos movimentos unitérios de
corpo rigido da sapata € conseguida através da resolugdo de sistemas de equagdes simultineos cuja matriz
dos coeficientes é aquela matriz de flexibilidade. Finalmente, as resultantes das forgas nodais obtidas séo
os elementos da matriz de rigidez da sapata.

A metodologia estende-se ao caso de o meio ser limitado inferiormente por um estrato rigido, re-
velando-se muito versitil e econdmica em termos de volume de célculo. E coerente com as metodologias
de analise estrutural podendo integrar-se com toda a facilidade em programas de andlise estrutural.

Apresentam-se diversos exemplos obtendo-se uma excelente concordincia com os resultados encon-
trados por outros autores, mesmo para discretizagdes muito rudimentares da sapata.

SYNOPSIS — In the paper a formulation to calculate the consistent stiffness matrix of a rigid footings
embedded in an elastic half space is presented. The footing may have any shape and is represented by
a set of nodes in its plane. Using Mindlin fundamental solution a flexibility matrix referred to those nodes
is computed, associating to each node a surface element of constant stress. The need of some integration
is discussed in order to remove the singularity when calculating the diagonal terms of the matrix.

To the nodes are then imposed the displacements induced by the unit rigid body displacements of
the footing, and the stiffness matrix elements are obtained by summation of the corresponding nodal forces.

The formulation is extended to other cases, namely when the footing is perfectly rough or perfectly
smooth, and when a rigid layer, parallel to the surface or not, exists at a certain depth.

The technique presented is fully integrated in the structural analysis formulation and leads to accurate
results with a small volume of calculations. It can be easily included in structural analysis as subroutine,
in order to incorporate soil structure interaction.

The technique is compared with good agreement to the results published by other authors.
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1 — INTRODUCAO

A influéncia da fundagfo no comportamento de uma estrutura pode ser introduzida direc-
tamente na andlise dessa estrutura através de apoios eldsticos que representem a deformabilidade
dos orgdos de fundacdes e do terreno envolvente.

O modo mais simplificado consiste em substituir o terreno por molas - modelos de Winkler
- cuja rigidez € calculada de modo a traduzir aproximadamente a deformacio esperada para a
fundagio.

Para estimar essa deformacado pode recorrer-se a qualquer das metodologias de previsdo de
assentamentos, as quais, de um modo geral, consistem em expressdes analiticas, dbacos ou tabelas
preparados a partir da integrac@o de solugdes fundamentais para meios semi-infinitos como a
solucdo de Boussinesq [1, 2, 3, 4]. Os casos que podem ser resolvidos por este processo sdo
quase sempre particulares e nem sempre se adaptam a realidade concreta que pretende estudar-
-se. Por outro lado, o recurso a dbacos adapta-se mal aos modernos meios de céalculo tornando
pouco praticidvel uma integracdo, numa mesma andlise, da estrutura e da fundagéo.

Tém sido por isso aplicados outros métodos com vista a traduzir a deformabilidade do terreno
envolvente das fundagdes, designadamente o Método dos Elementos Finitos, incluindo ou nio
elementos infinitos, o Método dos Elementos de Fronteira [5, 6, 7, 8] e outros em que se
procede a integracdo das solu¢des fundamentais através de transformadas [9, 10, 1]1. Merece
referéncia especial a formulagio proposta inicialmente por Cheung e Zienckewicz [12] em que
a técnica dos elementos finitos € aplicada em combinag¢do com a solugio de Boussinesq para
a determinagdo da deformabilidade de fundagdes rectangulares a superficie. Esta ideia foi
retomada por Butterfield e Banerjee [13, 14] no estudo de estacas e ancoragens embebidas num
semi-espago eldstico e Sharma [15] ou Saetta e Vitaliani [16] na determinagio de uma matriz
de rigidez para o semi-espago, referida a superficie.

Numa linha ligeiramente diferente Chow [17, 18, 19, 20] utiliza a versdo integrada da
solugdo de Boussinesq para o caso de uma drea rigida e cir cular a superficie, para em seguida
deduzir uma matriz de flexibilidade da sapata previamente discretizada em rectangulos, para
em seguida impor o deslocamento de corpo rigido correspondente a um assentamento global
unitdrio. Em certos casos, em que ndo existe solucdo fundamental, este autor recorre a prévias
analises de elementos finitos para deduzir os coeficientes de influéncia equivalentes a solugio
de Mindlin.

Muitas vezes, estas metodologias fornecem apenas alguns dos coeficientes de flexibilidade,
sendo apenas o que corresponde a direccdo vertical, o que impede uma andlise em que
intervenha a interacgdo completa das varias direcgdes. Por outro lado, sdo formulacdes de
“influéncia” em que nem sempre se assume completamente o caricter estrutural do problema,
logo ndo se tirando completo partido das suas potencialidades.

No presente trabalho apresenta-se uma metodologia inteiramente numérica fundada na anélise
estrutural, que se aplica ao estudo de fundagdes constituidas por sapatas rigidas fornecendo, para
uma dada sapata, uma matriz de rigidez que representa adequadamente a deformabilidade do
meio eldstico em que a sapata se insere. Este meio eldstico prolonga-se indefinidamente em todas
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as direccdes ou entdo pode ser limitado inferiormente por um estrato rigido que simula a
existéncia de “bed-rock”. O volume de calculo é muito reduzido e um subprograma que realize
estas operacdes pode ser integrado em qualquer programa de estruturas.

Aqui visa-se a adaptagdo a programas de cdlculo de estruturas reticuladas, planas ou
espaciais, pelo que se estabelecem os passos necessarios i determinagio de uma matriz de rigidez
do conjunto sapata rigida+meio envolvente referida apenas a um ponto ou né com seis graus
de liberdade, podendo ser estendida com toda a facilidade a outros casos.

Na base do método encontra-se a solugéio fundamental para o meio semi-infinito devida
a Mindlin, que, no caso dos estados planos de deformagdo, deve ser substituida pela solugdo
de Melan [1].

2 — MATRIZ DE RIGIDEZ DA SAPATA+MEIO SEMI-INFINITO

A matriz de rigidez, K, de uma sapata rigida envolvida num meio semi-infinito, limitado
superiormente por um plano horizontal, deve relacionar os deslocamentos possiveis da sapata
que, por ser rigida, podem ser caracterizados pelos deslocamentos, U, de um seu ponto, O, com
as forgas, F, correspondentes na forma

KU=F (2.1)

onde K é, no caso tridimensional, uma matriz de 6 X 6 elementos cujos valores sdo as 6 forgas
(3 forgas e 3 momentos) que é necessério aplicar para que a sapata sofra assentamentos uni-
tarios (3 translac¢des e 3 rotagOes) cada um de per si .

A Figura 2.1 ilustra os elementos desta matriz para o caso plano (2 translacgoes ¢ 1
rotacdo).

A

K Kis
Ksz@ Ks;/:fN
z

e/ 1
Fig. 2.1

Seja entdo, para representar o terreno de fundagio, um meio semi-infinito caracterizado pelo
seu médulo de elasticidade, E , e coeficiente de Poisson, v, nele embebida & profundidade A
uma sapata de dimensdes em planta 2L x 2B e considere-se na sapata um ponto O ao qual se
pretende referir a matriz de rigidez do conjunto sapata+meio semi-infinito.

A sapata vai ser representada por uma malha de pontos, por simplicidade, dispostos
ortogonalmente € com espagamento constante (Figura 2.2).

Para o meio semi-infinito eldstico é conhecida uma solugdo fundamental, devida a Mindlin
(1936) [1], isto &, as expressdes analiticas dos deslocamentos de um ponto - de coordenadas
x,y,z — qualquer do meio, devidos 2 actuagio de uma forga unitdria num outro ponto (a fonte)
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Fig. 2.2

— de coordenadas 0,0,h — quer na direcgio vertical, quer na direc¢dio horizontal. Reproduzem-
-se essas expressoes [1]:

— para uma forga unitdria vertical (ver figura 2.3)

", = 1 3—4V+8(1—V)2—(3—4v)+(z-h)2+
l6nG(1-v)| R R> R?
(2.2.a)
LB-4)(z+hf-2hz  6hz(z +h)
R; R25
Uy = R z-h ,(B-4)(z=h) 4(1-v)(1-2v) 6hz(z+h) 22b)
16nG(1_V) R13 R23 Rz(R2+z+h) R25
h] [\
A N/SSS
R=(+y)
_ Ri=(+yHz-hY) ¥
Ry=(x*+y*+Hz+h)?) ¥
Uy
R 5‘9
u,
zy
Fig. 2.3
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— para uma forga horizontal unitdria na direc¢do x

T — 1 73_4V+17+ﬁ+(f3ﬂ+2h2 ]_i.y
16nG(1-v)l R\ Ry R} R R; R;
2.2.0)
LAy (-2v) x>
Ry+z+h ( Rz(R2+z+h))
uy= XY %+(3—%4V) _%_4(1-")(1‘—22) (2.2.4)
16w G(1-v) R, R, R; Ro(Ry+z+h)
v = N Z_h+(3—4v)(z—h)+6hz(z+h)+4(1—v)(1—2v)1 (2.2.0)
6nG(l-v) R R} R3 R>(Ra+z+h) |

Estacionando a fonte em cada um dos nds da sapata e aplicando a forca unitdria sucessi-
vamente nas trés direc¢des ortogonais, € possivel determinar, através daquelas expressoes, 0s
deslocamentos de todos os outros nds da sapata. Estes deslocamentos podem ser ordenados numa
matriz, ©, que é uma matriz de flexibilidade do meio semi-infinito referida aqueles nés.

Nesta matriz os elementos tendem a decrescer a medida que se afastam da diagonal prin-
cipal, uma vez que sio deslocamentos de pontos, em principio, mais afastados da fonte; porém,
na diagonal principal as expressdes de Mindlin conduzem a um valor infinito que corresponde
a situacgdo tedrica de aplicacdo de uma carga rigorosamente concentrada. Esquematicamente a
matriz apresenta o aspecto seguinte:

Assim, a matriz nfo tem inversa mas, embora adiante se retome o problema do tratamento
desta singularidade, pode para ja admitir-se que a forca unitdria ndo € rigorosamente concen-
trada mas distribuida numa area pequena em torno do né em questdo.

O deslocamento a inscrever na diagonal principal passard a ser finito mas muito grande
relativamente aos restantes elementos da matriz. Esta substitui¢do da for¢a concentrada por uma
distribui¢do “muito concentrada” mantém os restantes elementos inalterdveis, uma vez que,
suficientemente afastados daquela 4rea, o principio de Saint Venant assegura que s6 dependem
da resultante.
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O deslocamento pode até ser arbitrado, sendo certo que a cada valor suficientemente ele-
vado corresponde uma certa distribuicao de forgas aplicadas cuja resultante € unitéria.

A matriz ©, cuja singularidade foi eliminada deste modo, estabelece uma relagio entre as
forcas aplicadas nos nés, representadas pelo vector f e os correspondentes deslocamentos
agrupados no vector u

Of=u (2.3)

Ora a matriz de rigidez do conjunto sapata-meio pode obter-se impondo ao meio semi-infinito
os deslocamentos correspondentes aos movimentos de corpo rigido da sapata em cada um dos
deslocamentos unitdrios que hd que imprimir-lhe (Fig. 2.1), ou seja impondo aos nés esses
deslocamentos.

Assim, por exemplo, para determinar os elementos da 1* coluna da matriz de rigidez do
conjunto sapata+meio hd que impor deslocamentos unitarios na direc¢do vertical em todos os
nds, e nulos nas restantes direc¢Ges, para em seguida determinar a resultante em O das forgas
que surgem nos nds que constituirdo os elementos daquela 1* coluna da matriz.

Matricialmente estas operagdes podem apresentar-se do modo que a seguir se descreve.

Representando por UT = {u,, Up W\ g5 4 g.} os deslocamentos da sapata referidos a O
e por ul = {u,\!, u)-l, ul, u?, uyz, ut,...... } os deslocamentos dos nés, a indeformabilidade da

sapata permite escrever

u=T"T

U 24
onde T € uma matriz de transformagdo (com o sentido habitual da andlise estrutural) cujos
elementos s6 dependem da posicdo relativa entre cada né e o ponto O.
Sendo f as forgas correspondentes a u e F a sua resultante referida a O, o Principio da
Contragradiéncia assegura que:
F=Tf (2.5)

Introduzindo estas ultimas relagcdes na expressdo (2.3) vem sucessivamente
or=1"U
=0 '1"U

TF=TO 'T'U
F=To 'T"U

ou seja, a relacdo entre forgas aplicadas a sapata e os correspondentes deslocamentos, isto é,
a relagdo 2.1, sendo portanto

K=T0 '’ (2.6)

Como € de esperar a matriz de rigidez assim obtida nfo esta correcta uma vez que parte
de um valor arbitrado para a diagonal principal. A Figura 2.4 representa o elemento K,
(rigidez na direc¢do vertical) obtido para valores crescentes do elemento introduzido na diagonal
principal (em abcissas representa-se a relagdo entre valor do elemento da diagonal 6, e o
deslocamento na mesma direccéo, (-)jl., do né mais préximo j.

0= -6 2.7
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Note-se que para valores demasiado baixos a matriz mostra-se mal condicionada surgindo
erros numéricos, para valores um pouco maiores de o a rigidez € sobreavaliada enquanto para
valores elevados a rigidez se torna inferior a tedrica (obtida da referéncia [1]). Este fenémeno,
que facilmente se explica, observa-se também nos restantes elementos da matriz K.

A formulagd@o anterior pode ser com toda a facilidade estendida a situagdo em que entre
a base da sapata e o meio semi-infinito ndo existe qualquer ligagfo nas direcgdes tangenciais.
Nestas circunstincias, os movimentos de corpo rigido da sapata apenas condicionam o0s
deslocamentos verticais do meio e, quer a matriz inicial ©, quer a matriz T que relaciona aqueles
deslocamentos, s6 devem ter elementos relativos as direcgdes verticais do meio. A matriz K vem,
em consequéncia reduzida a dimensdo 3 X 3, com elementos referentes a direccdo vertical e a
rotagdes em torno de eixos horizontais. Adiante, no nimero 4 apresentam-se resultados em que
este efeito € considerado.

Rigidez Vertical
Valor arbitrado para a diagonal principal
em fungio do deslocamento do né mais préximo

(Nao ha qualquer integragao numérica) h::;:n
E=5000kN/m2
Poiss=3
nnos=5"5
20000 +
£
Z 15000
= —a— K11
..
IE 10000 "*“—-—-..““ Poulos-K11
[+
5000
0 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 2.4

3 - DETERMINACAO DOS ELEMENTOS DA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE. TRATA-
MENTO DA SINGULARIDADE

O estado de tensio na base da sapata devido a qualquer conjunto de forgas nela aplicada
ndo deve ter uma variacdo pronunciada de ponto para ponto.

Parece portanto indicado que em vez da carga concentrada se imponha um estado de
tensdo na vizinhanga de cada ponto que seja capaz de, por sobreposicdo de efeitos, reproduzir
razoavelmente o estado de tensdo final de variacdo suave. A solucdo apresentada no nimero
anterior ndo pode obviamente reproduzir essa variagdo jd que as tensdes se concentram em torno
dos nés, tanto mais quanto maior o valor arbitrado para a diagonal principal.

Por isso, dividindo a drea da sapata em elementos, cada um com o seu né, pode admitir-se
que a tensdo naqueles elementos € constante com valor igual ao que a tensio toma no nd central
de cada um. (Est4 assim a dividir-se a sapata em elementos de tensdo constante, mas poderiam
também usar-se elementos lineares ou parabdlicos, etc., considerando mais nés em cada
elemento).
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A matriz © serd agora constituida pelos deslocamentos nos nés quando em cada né € aplicada
uma forga unitdria que € a resultante de uma distribui¢io de tensdes uniformes no elemento.
Sendo £ a area do elemento i, essa tensdo é:

1

=L 3.1)
Q;
Note-se que os deslocamentos dos ndés mais distantes nido sofrem qualquer alteragdo de
acordo com o Principio de Saint Venant.
O Teorema de Betti (aplicagdo de uma unidade ficticia de carga) permite determinar o
deslocamento de um ponto j como (ver figura 3.2):

uj =| ©ujdQ =1 u; dQQ (3.2)
Qi Q Q'.
expressdo vdlida também para j= i, em que sdo os deslocamentos na direcgdo i provocados
por uma forca unitdria aplicada na direc¢do j, ou seja, os elementos da linha j matriz ® sdo
integrais da solug¢do fundamental estacionada no né j, em cada um dos elementos de drea em
que a sapata foi dividida. A expressdo 3.2 traduz ainda que, neste caso de elementos de tensido
constante, # ¢ o deslocamento médio no elemento.

Em resimo, ao substituir a carga concentrada unitdria por uma distribui¢do de tensdes, a
solu¢do fundamental passa a ter de ser integrada em cada elemento, dispensando-se no entanto
a integracdo no caso dos nds afastados da fonte em que o deslocamento médio coincide com
o deslocamento do né.

X v ) 777
d g é é é iu-
j ’ T
i uji
Fig. 3.2
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Este facto que resulta directamente do principio de Saint Venant, pode demonstrar-se
determinando a variagio do deslocamento num elemento afastado da fonte. De facto, diferen-
ciando as expressdes da solucdo fundamental (expressdes 2.2), atendendo a sua forma em que
a distdncia a fonte aparece com maior grau no denominador, facilmente se verifica que du tende
para zero & medida que a distincia aumenta, ou seja, o deslocamento tende a ser constante, logo
o seu valor médio coincide com o valor do né.

A avaliagio numérica destes integrais, por conter particularidades no caso i =, € referida
adiante no ndmero 5.

4 — RESULTADOS OBTIDOS. COMPARACAO COM VALORES TEORICOS

A metodologia exposta nos ndmeros anteriores foi aplicada ao caso de uma sapata
quadrada rigida situada 2 superficie de um semi-espago eldstico para a qual existem solugdes
apresentadas por vérios autores na forma de expressdes analiticas ou dbacos.

Essas expressdes embora com uma forma semelhante diferem de autor para autor, nos valores
a considerar para certos parimetros. Para a rigidez a translacgdo na direc¢do vertical, a mais
estudada, encontram-se diferengas da ordem dos 12%. Estas diferencas podem, em parte
justificar-se pela consideragéo ou ndo, de ligacdo entre a sapata e o meio na direcgfio tangencial
(atrito).

As Figuras 4.1 € 4.2 representam a variacfo da rigidez a translac¢do vertical (elemento K, )
para diferentes discretizagdes da sapata, respectivamente, em valor absoluto e relativo. Embora
a convergéncia seja relativamente lenta, mesmo para um ntmero de nés baixo — 3 X 3, 4 x4
ou 5 x5 — encontram-se valores muito préximos da solugdo exacta, qualquer que ela seja.

As Figuras 4.3 e 4.4 representam a mesma variagio para a rigidez a translacgdo horizontal
(K,,) e a rotagdo em torno de um eixo principal da sapata (Ks;) .

Neste tiltimo as diferengas s3o maiores para as discretizagdes com menor nimero de pontos
o que facilmente se explica porque o elemento de tensio constante reproduz mal o estado de
tensdo aproximadamente linear que existe na base da sapata.

A andlise das figuras anteriores demonstra a validade da metodologia exposta, cujo rigor
poderia ser ainda aumentado, quer por aumento da discretizagdo, quer pela utilizagdo de ele-
mentos de tensdo varidvel (linear, parabdlica, etc.).

Nas Figuras 4.5 e seguintes apresentam-se os deslocamentos em vérios pontos do meio
devidos aos movimentos unitdrios impostos a sapata, neste caso para uma sapata situada a uma
certa distdncia da superficie. Embora a anélise seja tridimensional, os pontos em que 0s
deslocamentos sdo representados estdo num plano vertical que contém o eixo da sapata no caso
das Figuras 4.5 a 4.7 e na Figura 4.8, em que a representacéo se faz em planta, os pontos do
lado esquerdo situam-se no plano horizontal que contém a sapata e os que figuram a direita
da sapata encontram-se a superficie.

O grifico 4.5 refere-se a influéncia de ligagdo entre a sapata e o meio, devida ao atrito,
para diferentes valores do coeficiente de Poisson. Deve referir-se que nos casos reais existe
sempre atrito capaz de assegurar esta ligacdo, embora as solugdes tedricas que se encontram
com mais frequéncia sdo relativas a auséncia de atrito.
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Variagao da rigidez vertical K11
com a discretizagio

12500 }

Rigidez 12000 ©

(kN/m)

11500 +

11000 +

10500 + + + + + + +

3 4 5 6 7 8 9 10
n° de nés por lado da sapata

Fig. 4.1

Rigidez vertical com a discretizagiao
(Em % de Poulos7.4.1)

4

11

80
Rigidez |
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40 |
20 |
[+] + + + + + + + 4
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n* de ndés por lado da sapata

Fig. 4.2
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Rigidez horizontal (K22)

L=B=1m
para uma sapata quadrada h=00m
representada por n*n nés E=5000 kN/m2
Poiss=3
12000
10000 + L e —e——A——W n
8000 4
Rigidez 6000
(kN/m)
4000 + —8— Azeredo
""""""" Gazetas
2000 4
-~ Poulos7.42
0 t t + + + {
] 2 4 6 8 10 12
n
Fig. 4.3
Rigidez a rotagao (K44) L=B=1m
para uma sapata quadrada . h=°-&';m2
o =5000
representada por n*n nos Poiss=3
12000 +
8000 | —=—— Azeredo
Rigidez T - M.-Femandes
(kNm/rad) - Gazetas
4000 + ——— Poulos 7.4.3=Bowles
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0 t ' t ' 4
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Fig. 4.4
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5 — CALCULO DOS ELEMENTOS DA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE

Como se referiu, nos nés proximos da fonte o deslocamento deve ser determinado por
integragfio da solugdo fundamental (expressdo 3.2).

Quando i #j a integracdo ndo tem qualquer dificuldade podendo usar-se uma quadratura
gaussiana de baixo grau.

Se os elementos de drea forem rectangulares de dimensdo Ax e Ay, facilmente se verifica
que:

quiZZu(kz)j Wi Wy (5.1

onde u,, é o deslocamento provocado pela forga unitdria em j no ponto de Gauss &/ do ele-
mento de drea associado ao né i, e w, e w, 0s respectivos pesos para a integragdo nas duas
direccdes.

No caso de i = a fung¢fo a integrar tem uma singularidade no né pelo que poderia ter de
procurar-se uma técnica de integracdo mais elaborada.

No entanto, os resultados atrds descritos que podem considerar-se muito satisfatérios, foram
obtidos usando igualmente uma quadratura gaussiana em que se dividiu o dominio de integragdo

em quatro parcelas de modo a reproduzir melhor a forma da fungdo a integrar (Fig. 5.1).

Pontos de Gauss

=
Ay| |------@i-"
R N

o \__ Fungido deslocamento

Fig. 5.1
Atendendo 2 simetria existente, o integral é quatro vezes o que corresponde a 1/4 do dominio
de integragdo
Ax Ay

uii = AxlAy 42 2 2 3> uwiwe wi = ‘lt— 33 wwniwe wi

ou seja, a mesma expressdo, com a diferenca de neste caso os pontos de Gauss serem todos
escolhidos a um dos lados do nd, quer na direcgfo x, quer na direc¢io y.

Este procedimento corresponde aproximadamente a utilizar uma integracdo de Gauss com
4 vezes mais pontos no dominio completo. Note-se também que se se usasse o dominio completo
a ordem de integragdio deveria ser par para que nenhum ponto de Gauss viesse a coincidir com
a fonte onde o deslocamento € infinito.
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A Figura 5.2 representa a variagfo da rigidez a translac¢do vertical (elemento K 1) com a
ordem de integrag@o usada para obter os elementos 6., ou seja,o deslocamento do né em que
€ aplicada a forca. As diferengas sdo, como se verifica, muito pequenas.

Como ja se referiu no célculo dos deslocamentos dos nés distantes da fonte nio sera
necessdrio proceder aquela integragio, usando-se o valor do deslocamento desses nés obtido
directamente da expressdo da solugdo fundamental.

A Figura 5.3 representa ainda a variagdo da rigidez vertical, agora quando apenas se
procede a integracdo numérica nos nds a uma distdncia da fonte inferior a R. Assim para
R =0 em nenhum n6 diferente da fonte se procede a integragdo numérica; para R = 1 no maximo
em 4 nos se faz essa integracio e assim sucessivamente. As varia¢es sdo mais uma vez
diminutas.

6 — SIMULACAO DE UM ESTRATO RIGIDO

A existéncia de uma situagdo em que uma estrutura se funda num terreno cuja uniformi-
dade em profundidade seja associdvel a um meio semi-infinito é certamente rara, embora na
prdtica se utilize frequentemente esta situagdo tedrica por dificuldade em obter solu¢des mais
realistas.

O método proposto pode no entanto ser estendido a uma situagdo muito frequente que é
a da existéncia de uma camada que possa considerar-se rigida a uma determinada profundidade
H (“bedrock”™).

Esta camada pode ser simulada por um novo conjunto de nds idénticos aos que representam
a sapata, nos quais serdo impostos deslocamentos nulos a0 mesmo tempo que nos da sapata
sdo impostos os deslocamentos correspondentes aos assentamentos unitdrios da sapata.

A matriz de flexibilidade inicial terd agora a forma:

Oss ©
(_):{ SS SR (61)

Ors Ogr

em que os indices S € R se referem respectivamente aos nés da sapata e aos nos que simulam
o estrato rigido; o conjunto de deslocamentos a impor é dado por:

T"U
u= g } (6.2)
0
sendo as incégnitas as forcas nodais:
| fs
f =
fr (6.3)
Resolvendo o sistema de equagdes:
Of=u (6.4)
obtém-se as forgas f, sendo finalmente, como no primeiro caso
K=Kss=Tfs (6.5)
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Variaciio da rigidez vertical com a ordem da quadratura (ngaus *ngaus)

13000
.\
12750 L=B=1m
h=00m
E =5000 kN/m2
Ki1 poiss=0.3
&N/m) 12500 n*nos=9*9
12250
—&—— K11
12000 t + t {
1 2 3 4 5
ngaus
Fig. 5.2
Variacao da rigidez vertical
com o raio da zona de perturbacgao
(DX - minima distincia entre nos)
13000
12800
L=B=1m
e h=00m
12600 — E =5000 kN/m2
Ki1 poiss=0.3
(kN/m) n°nos=9*9
12400
12200
—&— K11
12000 1 : . + —

R/DX

Fig. 5.3
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No exemplo que se apresenta na Figura 6.1, o estrato rigido foi simulado por uma
discretizagdo que € imagem da discretizagdo da sapata correspondendo a uma transformagio
por homotetia a 452

A Figura 6.2 representa a comparagdo entre os valores obtidos e a solugdo de Poulos [1]
(s6 existente para v = (.5) para diversas profundidades do estrato para uma sapata quadrada
a superficie, considerando ainda a inexisténcia de liga¢do tangencial entre a sapata e o meio.

Como se verifica, os resultados sd0 um pouco mais rigidos, particularmente no caso em
que o estrato rigido estd muito préximo da sapata, caso em que H se torna da ordem de
grandeza da prépria discretizago utilizada. Apresentam-se ainda resultados de Milovic [4] (para
um coeficiente de Poisson de 0.45) que, nao coincidindo com os de Poulos sdo ainda um pouco
inferiores aos obtidos com a presente técnica.

45"."";,-,,
W 7
Fig. 6.1
Estrato rigido a profundidade H
Rigidez na direcgao vertical - K11
Rigidez a rotagdo - K55 L=1m
Prof. = 0.0m
50000 + E = 5000 kN/m2
Poiss = 0.5
45000 1 Sem atrito na base
= 40000 1
% 35000 - ——=—— Azeredo K11 (5°5)
£ 30000 1 —&— Azeredo K11 (8x8)
£ 1
g 25000 —+— Poulos7.8.1 (K11)
= 20000 |
£ ®  Milovic (K11)
=) 15000 e e ¢ (Poiss = 0.45)
& 10000 1 . -
@ Azeredo K55 (5x5)
5000 |
0 . R +- Azeredo K55 (8x8)
] 05 1 15 2 25 3 | & Poulos7.8.2(K55)
H2L
Fig. 6.2

7 - GENERALIZACAO A ALGUMAS OUTRAS SITUACOES

O método proposto pode ser explorado de muitos modos, desde logo aplicando-se ao caso
dos estados planos de deformagdo, em que o semi-espago elastico se transforma num semi-plano,
para o qual existe a solu¢do fundamental (devida a Melan - 1932), para representar sapatas rigidas
muito extensas numa das direc¢des (fundagdes de paredes, por exemplo).
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No entanto, uma outra aplicagdo que facilmente se deduz € a determinacdo da rigidez de
um conjunto de sapatas referida a um né em cada uma delas, nos quais se ligard uma
superestrutura.

Si Sz..

Fig. 7.1

A matriz de rigidez do conjunto serd, no exemplo da figura 7.1, uma matriz
K1t K2 Kis
K= Ky K K23

K31 K3z K33

em que a submatriz K ; tem 6 X 6 elementos no caso tridimensional e representa as forgas que
surgem na sapata i devidas a assentamentos unitrios na sapata j. A influéncia da fundagao pode
assim ser introduzida de um modo global na estrutura, envolvendo uma adequada interacgdo
entre as vdrias sapatas.

Neste trabalho usaram-se elementos planos e todos horizontais. No entanto o elemento
associado a um né pode orientar-se de qualquer modo. Deste modo, € possivel, por exemplo,
simular com toda a facilidade a existéncia de um estrato rigido inclinado ou até irregular.

Si

N
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8 — CONCLUSOES

A metodologia exposta tem uma grande simplicidade e pode ser utilizada para o estudo de
inimeras situagSes com interesse pratico.

Envolve um volume de célculo muito pequeno sobretudo na preparagdo das matrizes cujos
elementos dispensam, com pequeno niimero de excepgdes, recurso a integragio numérica, a qual
ndo envolve também qualquer dificuldade.

Encontra-se, por outro lado, perfeitamente integrada nas metodologias da anilise
estrutural, pelo que pode envolver-se com enorme simplicidade e elegincia como subrotina de
programas de cdlculo automdtico de estruturas.

Finalmente, os resultados obtidos sdo muito satisfatoriamente concordantes com os de outros
autores, apresentando, mesmo para uma discretizagdo grosseira, uma precisdo compativel com
a generalidade dos problemas de fundagdes que a partida contém um certo grau de incerteza.
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