CONDICOES DE FRONTEIRA PARA A DETERMINACAO DAS
LINHAS DE CORRENTE

Boundary conditions and flow line determination

por
JOAO RIBAS MARANHA"

RESUMO — O conhecimento das linhas de corrente em meios submetidos 4 percolagio tem inegével
interesse prdtico, mas as soluges propostas revelam, por vezes, formulagdo incompleta. Neste artigo
apresenta-se a questdo em todo o seu desenvolvimento, exemplificando-se com uma aplicagio pritica em
que se utilizou o método dos elementos finitos.

SYNOPSIS — It is often necessary to draw flow lines that represent the pattern of flow in a given
seepage problem. In this paper, the boundary conditions that must be applied to the flow function in order
to account for portions of the boundary where the velocity has a normal component, are presented. The
case of a heterogeneous and anisotropic media, with general principal directions, is analyzed. A flow net
determined by the finite element method is presented. The considerations made in this paper can be
applied to any numerical method which might be used to solve the governing differential equations.

1 — INTRODUCAO

Ao analisar um problema de percolagdo relacionado com uma obra de engenharia é
procedimento usual determinar as linhas equipotenciais. No entanto tem bastante interesse
prético o conhecimento das linhas de corrente. As linhas de corrente, que permitem a visualizagfio
do escoamento, sdo tragadas com base na fungéo de corrente. Esta fungdo é obtida pela resolugio
da equagdo diferencial dos escoamentos em meios porosos, satisfazendo certas condigdes de
fronteira, que podem ser essenciais ou naturais. As condigdes de fronteira essenciais consistem
na imposi¢do de valores da varidvel dependente, enquanto as condi¢des de fronteira naturais
se traduzem na especificagdo de uma densidade de fluxo que atravessa a fronteira.

A resolugdo da equagdio pode ser feita por métodos numéricos, de entre os quais se
destacam, pela sua generalidade e flexibilidade, o método dos elementos finitos e 0 método dos
elementos de fronteira.

A equagdo diferencial que rege os escoamentos em meios porosos pode ter como varidvel
dependente a cota piezométrica:
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ou a fungdo de corrente Y(x, y) que representa o caudal escoado entre o ponto de coordenadas
(x, ¥) e um ponto de referéncia arbitrario A. Ambas as fun¢des sdo determinadas a menos de
uma constante.
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Para achar a fungdo de corrente pode-se proceder como se a fungéo a determinar fosse a
cota piezométrica, utilizando condigdes de fronteira e “permeabilidades” diferentes.

Em artigo publicado anteriormente (Kochen et al., 1984) foi abordado este mesmo tema,
no entanto sem a generalidade possivel. N@o foi também considerada a alternativa, mais simples
e menos trabalhosa, de impor na linha de percolagdo condigbes de fronteira naturais em vez
das essenciais.

2 — EQUACOES DIFERENCIAIS

Considera-se o caso mais geral da percolagdo através de um meio poroso, heterogéneo e
anisotrépico, em que as direc¢des principais de permeabilidade ndo coincidam com o0s eixos
do referencial global. Neste caso a permeabilidade em cada ponto ¢ dada pelo tensor das
permeabilidades:
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que representa a permeabilidade segundo a direc¢ao do referencial global.

Nestas condi¢des a equagio diferencial tendo como varidvel dependente a fungdo de potencial
é dada por:
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Por outro lado, as velocidades aparentes relacionam-se com a fungdo de corrente da
seguinte forma:
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Conjugando (4) e (5) obtém-se:
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Recorrendo a condig¢do de igualdade das derivadas parciais mistas:
dxdy dyox

e substituindo (6) em (7), obtém-se a equacdo diferencial que rege o fenémeno dos escoamentos
em meios porosos, em que a varidvel dependente é a fungdo de corrente:
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Por comparagdo com a equagdo (3) verifica-se que as componentes do tensor das
permeabilidades se encontram multiplicadas por 1/det[k]. Se se pretender utilizar um programa
concebido para a resolugdo da equagdo (3), tem de se multiplicar as componentes do tensor das
permeabilidades por:

1
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cujos valores resultantes serdo designados por “permeabilidades equivalentes”, pois
desempenham uma fungéo idéntica & que as componentes do tensor das permeabilidades assumem
na equacdo (3).

3 — CONDICOES DE FRONTEIRA

Ja foram referidas as equagdes diferenciais que devem ser satisfeitas no dominio do problema.
Falta analisar o que se refere as condicGes que devem ser impostas na fronteira, sem a
especificagdo das quais o problema ndo tem solugfo.

Se a varidvel dependente for a funcfo de potencial ¢, as condi¢des a aplicar na fronteira
sdo:

a) condicdo de fronteira essencial:

6=¢, em 10)
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b) condig¢do de fronteira natural:
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em que I', e T, sdo porgdes da fronteira I' do dominio Q, tal que I'’ v I, =T.
No caso de se pretender obter a funcdo de corrente Vs, as condlgoes de frontelra assumem
a seguinte forma:

a) condi¢do de fronteira essencial:
V=yo em I7 (12)

b) condigdo de fronteira natural:

I A +hy A +kxya"’+k M|, —y, em T, (3
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4 — IDENTIFICACAO DAS CONDICOES DE FRONTEIRA

Num problema real de escoamento nfo confinado em meios porosos, € necessdrio identificar
quais as diferentes condi¢des de fronteira a aplicar nas zonas de caracteristicas fisicas distintas
que constituem a fronteira. Na Fig. 1 representam-se as condi¢Ges de fronteira que surgem com
maior frequéncia em problemas de percolagéo.

Fronteira Impermeavel

Fig. 1 — Dominio de escoamento ¢ respectiva fronteira
de uma barragem de aterro homogénea
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A linha AD € a linha de corrente inferior, abaixo da qual o caudal percolado através do
dominio € nulo, logo aplica-se a condigdo essencial de fronteira: y = 0

A linha BC € a linha de corrente que limita superiormente o dominio do escoamento, ou
seja, sob a qual se escoa a totalidade do caudal que atravessa o dominio. Aplica-se neste caso
a condicdo essencial de fronteira: y = Q, em que Q é o caudal total percolado.

A linha AB € uma equipotencial, logo a fungio ¢ mantém-se constante ao longo desta linha.

A linha CD representa vma zona de percolacio, em que a componente da velocidade do
escoamento na direc¢do normal a linha € ndo-nula. Ao longo da linha de percolaco o potencial
varia linearmente e € igual em cada ponto a cota. Conhece-se portanto, nesta porgio da fronteira,
a variacdo da fungdo ¢ segundo a direcgdo tangencial & fronteira.
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Fig. 2 — Vector normal e vector tangencial a fronteira I

Da Fig. 2 verifica-se a seguinte relagdo entre as componentes dos vectores normal e
tangencial a fronteira:

nx =-— S
=5 .

| 7y=5:
onde n € o vector unitdrio normal a fronteira em cada ponto, e s é o vector unitdrio tangencial

a fronteira em cada ponto.
Utilizando as igualdades referidas em (14) e ainda as equagdes (6) obtém-se:
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Identifica-se na expressdo acima a condicdo de fronteira natural expressa em termos da
fungdo . Verifica-se que € igual, em valor absoluto, & variagio da fungio potencial ¢ na direc¢do
tangencial a fronteira:

d0
Yyp=—— (16)
ds

Nas zonas da fronteira em que se conhega a fungdo 0, como se verifica nas zonas AB e
CD, e pretendendo-se obter a fun¢io de corrente , pode aplicar-se a condigdo de fronteira
natural. Existe contudo um valor indispensdvel que ndo pode ser obtido sem se recorrer a uma
andlise prévia para determinar a fun¢io potencial ¢, que € o caudal total Q percolado através
do dominio, pois este é o valor que a fungdo de corrente y assume na linha superior de saturagio.

5 — EXEMPLO DE APLICACAO UTILIZANDO O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Apresenta-se a seguir uma rede de escoamento, com as respectivas linhas equipotenciais
e de corrente, de uma barragem homogénea e isotrépica representada na Fig. 1. Recorreu-se
para o seu cdlculo ao método dos elementos finitos.

Na Fig. 3 estdo definidas as condi¢des de fronteira aplicadas no calculo da fungdo potencial
¢. Neste caso particular (k, = ky) obtém-se uma rede de escoamento em que as linhas
equipotenciais e as linhas de corrente sdo ortogonais entre si, 0 que permite uma facil confirmagéo
sobre a validade dos resultados obtidos.
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Fig. 3 — Condig¢des de fronteira com a fungéo
potencial ¢ como varidvel dependente

Na Fig. 4 estdo definidas as condicdes de fronteira aplicadas no célculo da fungdo de
corrente \f, assim como as “permeabilidades” equivalentes.

38



Fig. 4 — Condigdes de fronteira com a fungéo de

corrente y como varidvel dependente

A rede obtida encontra-se representada na Fig. 5, verificando-se que mesmo na zona junto
da linha de percolagdo as linhas equipotenciais e de corrente se intersectam ortogonalmente.

Fig. 5 — Rede de escoamento obtida utilizando
o método dos elementos finitos

6 — CONCLUSOES

A determinagdo das linhas de corrente, recorrendo a um programa que tenha sido concebido
com a finalidade de calcular a funcfio potencial, necessita que sejam satisfeitos os seguintes
requisitos:

a) andlise prévia em termos da fungdo de potencial ¢ para obtengdo do valor do caudal

total percolado Q.

b) utilizagdo, como tensor das permeabilidades equivalentes, do tensor das permeabilidades

propriamente dito multiplicado por 1/det[k].
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¢) imposi¢do, nas zonas de fronteira em que se conhece o valor da fungfio potencial ¢, da
condi¢do de fronteira expressa pela equagio (16).

Este procedimento € aplicdvel a diversos métodos numéricos de resolugdo de problemas
de valores na fronteira.
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