MODELO REOLOGICO DE NEWTON SUJEITO
A UMA TENSAO LINEAR CICLICA

A Rheological Newton Model Submitted to a Cycle Linear Stress

por
F. PERES ROFRIGUES *

RESUMO — Estuda-se o modelo de Newton, de largo interesse em Geotecnia, sujeito a uma tensdo
linear ciclica, verificando-se que o seu comportamento se aproxima do de fluéncia devido a uma tensio
igual a metade da amplitude da tensdo linear ciclica, quando o seu perfodo tende para zero e a sua taxa
de variagdo linear tende para infinito (ensaio de fadiga de perfodo muito curto).

SYNOPSIS — The Newton model submitted to a cyclic linear stress is studied, and it is found that its
behaviour approaches the one for the creep due to a stress equal to one half of the amplitude, of the cyclic
linear stress, when its period tends towards zero, and its linear variation rate tends towards infinite
(fatigue test with a very short period).

Como se sabe, 0 modelo de Newton, também denominado amortecedor, é constituido por
um émbolo que se desloca num cilindro contendo um liquido viscoso (fig. 1) e representa os
materiais perfeitamente viscosos ou de Newton.

A sua equacio reolégica é:

de=Zdr (1)
K

e indica que num intervalo de tempo dt, a extensdo € sofre uma variagio de tal que, em cada
instante, o valor da tensdo normal ¢ s6 depende e é proporcional 2 taxa de varia¢do da extensdo
no tempo. Assim, a equagio reoldgica (1) pode apresentar a forma:

o=Ke=K% 2)

dt
sendo K uma constante que depende das caracteristicas do amortecedor.
Sujeite-se 0 modelo de Newton a n ciclos lineares iguais de tensdo de valor méximo mT e
periodo 2T, como se indica na fig. 2.
Para o ciclo de ordem n, a tensdo crescente, G, serd dada pela equagdo:

C.=m[t—Q2n-2)T] com n € [N] 3)

sendo [N] o conjunto dos mimeros naturais.
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Fig. 1
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Fig. 2

A tensdo decrescente, G, para o mesmo ciclo de ordem n, serd dada pela equacdo:

o,=m[-t+2nT] com 7 € [N] @

Os dominios da varidvel ¢, sdo, respectivamente, para a tensdo crescente ©, € para a tensao

decrescente o, do ciclo de ordem n:

QRn-2T<t<@n-1)T (%)

e Qn-DT<tL2nT (6)
Da equagio (1) resulta que a extensdo £(#) serd dada por:

e(t)=£0+%f[:o dt @)

sendo:

£, — extensdo sofrida até ao inicio da tensdo crescente ou decrescente.
ty— inicio da tensdo crescente ou decrescente.

A substituicio em (7) de (3), permite calcular a evolugdo da extensdo, ¢ (f), durante a
tensdo crescente, G, do ciclo de ordem n, tendo em consideragdo o dominio definido em (5):

g0 =¢[(2n—2)T]+ ”‘f [t—@n-2)Tdi=

@Qn-2T
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2 2 )
=el2n-27+" L)L (4 —2n—2)Li2(i-1) ®)
k |2\T T _

sendo € [2n-2)T] a extensdo inicial do ramo da tensédo crescente do ciclo de ordem #.
A substituicdo em (7) de (4), permite calcular a evolug¢io da extensdo, € , (1), durante a
tensdo decrescente, G » do ciclo de ordem #, tendo em consideracdo o dominio definido em (6):

e,0=e,2n- T+ " [“r+2nT|di=

dU
T ea-nT

2 2 ]
=e/2n-1)71]+mL -1-(i) v Lo Lan®o) 9)
k|27 T 2

sendo ¢, (2 n—1)T a extensdo inicial do ramo da tensdo decrescente de ordem n.
Calcule-se a partir da express@o (8) o valor da extensdo no fim da tensfio crescente,
fazendo t = (2 n-1)T, donde:
2

i o T
el2n-1T-gfon-2)7]=""1. 10
[ 1="¢ (10)

Calcule-se a partir da expressao (9) o valor da extensdo no fim da tensdo decrescente,
fazendo t = 2nT, donde:

2 - . T2
EdLZnTj—Sd[Qn—l)l" :’221}( an

As expressdes (10) e (11) permitem concluir que: os acréscimos da extensdo nos dominios
correspondentes a tensdo crescente e 4 tensdo decrescente sdo iguais e independentes da ordem
n do ciclo considerado. A mesma conclusio se chegava a partir da andlise da expressdo (7) que,
em face da linearidades da tensao o, permite concluir que o acréscimo da extensio devido a
cada tensdo crescente ou decrescente, serd dado, & parte a constante K, pela drea mT 4
tridngulo que lhe corresponde (ver fig. 2).

Em face do que se acaba de expdr pode-se inferir que as extensdes iniciais das expressoes

(8) e (9) serdo dadas por:

2
- mT

2
e,,{'(zrz-l)ﬂ—ﬁ;%(zn_ll (13)
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A substitui¢do de (12) em (8) permite obter, finalmente, a evolugdo da extensdo ao longo
do dominio (5) correspondente a tensdo crescente do ciclo de ordem n:

2 2
IR L L Y PG LA PO T P
e = b (T) 2(n 1)T+(n 12~ 1)] comn €[N (14)

De forma idéntica, a substitui¢do de (13) em (9), permite obter a evolugdo da extensdo ao
longo do dominio (6) correspondente & tensdo decrescente do ciclo de ordem n:

2 2
_mT|_1(t L _
0 < | (T) +2nT n2n 1)] comn &[N] (15)

Como verificagio as expressGes (14) e (15) devem coincidir para ¢t = (2 n — DT
2
efen-1T=¢,2n-17]= %(2;1- 1) 16)

As expressdes (14) e (15) representam, cada uma, uma familia de pardbolas de pardmetro
n, a primeira com a concavidade dirigida no sentido dos € positivos e a segunda com concavi-
dade dirigida no sentido dos € negativos.

As pardbolas homdélogas das duas familias encontram-se, em cada ciclo de ordem #, nos
pontos médio de coordenadas genéricas:

2
b mT ,_
=2n-0T — ¢ 2K(2n 1) 17)

O conjunto destes pontos encontram-se alinhados sobre uma mesma recta passando pela
origem das coordenadas. Sejam:

t=2n,-1T t,=(2n,-1)T
5 € T2 com n, # n, (18)
e,=%(2nl—l) e=2 - (2n1)

dois pontos quaisquer do conjunto (17); a recta por eles definida, terd por equagio:

g€, _ I-1

£,-& nL—h a9

A substitui¢io de (18) em (19) permite escrever, depois de efectuadas as operagOes

convenientes: R
mT
E=—

L (20
2K T
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o que mostra que o lugar geométrico dos pontos (17) € uma recta passando pela origem, como
se queria provar.
Verifique-se que nos pontos comuns (17) as duas familias de parabolas admitem as mesmas
tangentes. Para isso basta provar que os coeficientes angulares dessas tangentes sdo iguais.
Os coeficientes angulares, a, das tangentes as pardbolas pertencentes a familia (14) sdo
dados por:

=E[t—(2n—2)T] @D

tomando nos pontos de encontro (17) das pardbolas homélogas das duas familias, o valor
particular:

_mT 2
- K ( )
igual para o conjunto dos pontos (17), por ser independente do pardmetro n.
De forma idéntica para a familia de pardbolas (15), se tem:
de, _m
a=———=_|—t+2nT
a—— ] (23)
e nos pontos (17), o valor particular:
a="T
e @4

igual para o conjunto dos pontos (17) e igual ao obtido para a familia de pardbola (14), o que
prova a existéncia de tangentes comuns nos pontos de encontro (17) das pardbolas homdlogas.

Além dos pontos (17), as duas familias de pardbolas tém de comum, também, os pontos
com abcissas iguais as do fim do ciclo de ordem (n — 1) e do inicio do ciclo de ordem #, isto

2

e?

2
ciclo de ordem n para (14) mT (,
(O n_ === (2n-2
r=2n 2)T{ciclodeordem(n—1)para(15)} - ® 2K( n-2) 25)

O conjunto destes pontos pertence a recta definida pelos pontos (17), pois as suas coor-
denadas verificam a equagdo da recta (20) o que prova que todos os pontos comuns as duas
familias de pardbolas estdo alinhados.

Nos pontos de coordenadas (25) as pardbolas homélogas admitem tangentes comuns, pois
os seus coeficientes angulares s@o iguais. Assim, de (21) fazendo ¢t = (2n — 2) T, resulta:

a=0 (26)

e de (21), tendo em aten¢fo (25) substituindo n por (n — 1) e fazendo t = (2 n — 2) T, tem-
se, também:

a=0 27N
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0 que prova que nos pontos comuns (25) as tangentes sdo horizontais, como, alids, seria de
prever, dado que os pontos (25) sdo os vértices de pardbolas com o eixo paralelo ao eixo das
ordenadas.

Na Fig. 3 encontra-se representadas, as extensdes € as tensdes em fungdio do tempo em
dois sistemas de eixos (g, ) e (0,f), ortonormados ¢ monométricos, isto €, com graduacdes
iguais indicando-se, em cada um deles, o factor de escala que permite esta circunstincia.

Assim para o caso da tensdo linear ciclica de periodo 2T e amplitude mT, representou-se
ndo s6 a linha quebrada das tensdes aplicadas ao modelo de Newton, como também, a evolugdo
das extensdes daf resultantes ao longo do tempo, constituida pelas duas familias de pardbolas;
igualmente se tragou a recta, lugar geométrico dos pontos comuns destas duas familias.

Esta recta corresponde 2 extensdo por fluéncia de uma tensdo normal constante de valor,

. T .
mT como se pode ver a partir da expressdo (7) fazendo © =m7 e g, =0, e integrando para
o intervalo [0; f], o que conduz 2 recta (20) em causa:
£ =ﬂ t
2K

(mTH{mT)

Fig. 3

As dreas, A e A, limitadas em cada ciclo, pela curva da extens@o e pela recta (2) sdo
iguais, pois:

@2n-0)T1

2T
2

A= %(%) —(2n—2)%+(n—1) @n-1)| d+ [-%(%)Jrzn%—n(zn-l) @\ (28)

(2n-1)T

(2n-2)T
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conduz, depois de efectudas as operacdes indicadas, a :

3 3
=T (n_5_)+(n_1_) 2T (a,_1) (29)
K 6 6 K
e de (20):
@n-DT 2nT 3
T11 1 mT 3 1 mT
A=minL LR =L 22 _ mi 5
= f tdt+ f tat X [(n 4)+( 4)} % (2n-1) (30)
Qn-2T Qn-1T

valor idéntico ao obtido em (29).

Se, conservando o valor madximo da tensdo ciclica, mT, ou seja, a sua amplitude, se fizer
tender o semi-periodo T para zero, e, portanto, a sua inclinagdo, m, para infinito, ter-se-a:

lim mT =0y
m — oo 31)
T-0

A familia de pardbolas (14) terd, nos pontos médios do seu dominio (5), as coordenadas:

t=(2n-§_)T N {-:C:ﬂ(2n—7_) (32)
2 2K 4
ou seja:
mT 3 1
g=—|12n-=|T-=T
‘ ZK[( " 2) 4 } @3

mas, atendendo ao valor de t dado por (32), vem:

mT 1
=__ {t-=_T
& 2K (t 4 ) (34)

aplicando limites, e atendendo a (31), vem:
c
Iim g=_".¢
2K
m —> oo
T—-0

(35)

A recta (35), lugar geométrico dos pontos médios de familia de pardbolas (14) coincide com
a recta (20), atendendo a (31), o que prova que as pardbolas tendem para a recta comum (20)
quando o semi-periodo T tender para zero.
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O mesmo se prova para a familia das pardbolas (15) correspondente ao ramo decrescente
da tensdo ciclica. Assim, ter-se-a de (6) e (15):

t=(2n—l)T > gd=ﬂ(2n-1_)T+Z=ﬂ(t+Z) (36)
2 2K 2) "7 T2k 73

aplicando limites, e atendendo a (31):

li]’n gdzcﬂ.t
2K 37
m —> e

T—-0

lugar geométrico coincidente com a recta (34) ou (20).
Do que se acaba de expdr, pode inferir-se:

O efeito num elemento de Newton de uma tensdo linear ciclica de valor maximo m T ou
o, constante, aproxima-se do efeito de fluéncia de uma tensdo constante igual a metade do
valor méximo da tensdo linear ciclica, quando o seu periodo tender para zero e a sua taxa de
variagdo linear para infinito (fig. 4).

A recta (20), que se pode considerar como o limite ou assintota das duas familias de
pardbolas, pode ser expressa pela seguinte equagao:

e=km- L. _L_ (38)

k 2K
em que k é o factor de redugdo do periodo, 7, e multiplicativo da taxa de variagdo linear da
tensao, m.
O que se acaba de exp6r tem interesse para o caso do estudo da fadiga devida a aplicagdo
de uma tensdo ciclica, de periodo muito curto, desde que o material em causa tenha um com-
portamento que se aproxime do viscoso perfeito.

€ ag
(-?(I-) (mT)
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