MODELO REOLOGICO DE MAXWELL SUJEITO
A UMA TENSAO LINEAR CICLICA

A Rheological Maxwell Model Submitted to a Cycle Linear Stress

por
F. PERES RODRIGUES *

RESUMO — Estuda-se o modelo de Maxwell sujeito a uma tensfo linear ciclica de valor méximo, Gy
verificando-se que o seu comportamento se aproxima de uma vibragio, de amplitude igual ao da extensio
maxima da mola, em torno de uma recta que corresponde 2 fluéncia de uma tensdo igual a metade de
O\, quando o perfodo de tensdo ciclica tender para zero.

SYNOPSIS — The Maxwell model submitted to a cyclic linear stress with a maximum value o, is
studied, being found that its behaviour approaches the one due to a vibration with an amplitude equal to
the maximum strain of the spring, almost following the straight line corresponding to the creep under a
stress equal to one half of G,,, when the period of the cyclic stress tends towards zero.

Como se, o modelo de Maxwell, também denominado modelo visco-eldstico, é formado
pela associagdo em série de um modelo de Hook e de um modelo de Newton (fig. 1). Na
associacdo em série a extensdo sofrida pelo modelo composto € a soma das extensdes sofridas
pelos modelos associados, € as tensdes suportadas pelo modelo composto e pelos modelos
associados sdo iguais.

A equagdo reologica do modelo de Maxwell ¢ assim, dada por:

de=99 49 4 (1)
E K

sendo E e K as constantes do modelo de Hook (mola) ¢ do modelo de Newton (amortecedor),
respectivamente; ¢ a tensdo normal aplicada em cada instante dt e de a variacdo da extensdo
que lhe corresponde.

Submeta-se o modelo de Maxwell a n ciclos lineares iguais de tensdo de valor mdximo mT
e perfodo 2T, como se indica na fig. 2.

Como a tens3o ¢ é varidvel com o tempo, poder-se-a escrever:

do =99 4 )
dr
que substituindo em (1), permite obter:
de={L.99 .9} 4 3)
E dt K
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Para o ciclo de ordem =, a tensdo crescente, G, serd dada pela expressdo:

c.=mT [% —(2n- 2)} oom ne [N] 4)

sendo [N] o conjunto dos nimeros naturais.
A tensdo decrescente, G, correspondente ao mesmo ciclo de ordem n, serd dada pela ex-
pressdo:

od=mT{—%+2n] com ne[N] &)

Os dominios da varidvel ¢, sdo, respectivamente, para a tensdo crescente, G, € para a
tensdo decrescente, ¢, do ciclo de ordem n:

Cn-2T<t<n-1T (6)

@n-1)T<t<2nT (7

Da equagéo (3) resulta que a extensdo € (¢) serd dada por:

e =¢gy+ l-d_°+9- dt
E d K

to

&
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sendo:

g, — extensdo sofrida até ao inicio da tensdo crescente ou decrescente;
t, — tempo de inicio da tens@o crescente ou decrescente.

A substituigdo em (8) de (4), permite calcular a evolugdo da extensdo, €, (¢), durante a
tensdo crescente, G, do ciclo de ordem n, tendo em consideracdo o dominio definido em (6):

e()=e/2n-2)T|+mT {£?+%B—Qn—4}m=

@n-2T

=¢,[2n-2)T] +me [%—(2,1—2)] + % l(i)

t 2
J|7 —(2n—2)F+2(n—1):| ®

A substitui¢do em (8) de (5), permite calcular a evolugdo da extensdo, €, (¢), durante a
tensdo decrescente, 6, do ciclo de ordem 1, tendo em consideragdo o dominio definido em (7):

g,(0=¢/l2n- 1)T]+mTf { —J—+Il?[—%+2n

ET
en-pT
2 2 N
=€d[(2n—1)TJ—m—T [L—Qn—l)] +mL _l(f.) +2n.t_—.1..(4n —1) (10)
E T K 21T T 2

Calcule-se a partir da expressdo (9) o valor da extensdo no fim da tensdo crescente,
fazendo t = (2 n — 1) T, donde:

Y

Ml [K 1
el2n-17l-ef2n-27]="T [E_T + 5]

Calcule-se a partir da expressdo (10) o valor da extensdo no fim, da tensdo decrescente,
fazendo ¢ = 2nT, donde:

e2nTlefan-11]= % [—%+;_} 12)

As expressdes (11) e (12) permitem concluir que as variacGes de extensdo nos dominios
correspondentes a tensdo crescente e a tensdo decrescente sdo constantes e independente da
ordem 7 do ciclo considerado.
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Em face desta conclusdo pode inferir-se que a extensdo inicial € _[(2n — 2) T] da expressdo
(9) é formada por (rn — 1) tensdes crescentes e (n — 1) tensdes decrescentes, que a antecedem
no tempo, donde:

2 2
el2n-2)T]=(n—-1) {%[E—Igﬁ%} +m_1§—[ EKT+2}} ( -1 (13)

e que a extensdo inicial €, [(2n — 1) T] da expresséo (10) é formada por n tensdes crescentes
e (n — 1) tensGes decrescentes, que a antecedem, no tempo, donde:

ml [K 1 mT'[ K 1] _nl
el2n-1)T|=n e {E_T+5]+( 1) [ ET+2} = [ET+5(2n 1)} (14)
A analise das expressdes (13) e (14) permite concluir, que no inicio do ciclo de ordem n
a tensdo é nula, ndo influenciando, por isso a extensdo inicial € [(2 n — 2) T], isto €, esta
extensdo € independente de E, o que ndo sucederd com a extensfo inicial do ramo de tensdo
decrescente do ciclo de ordem 1, €, [(2 n — 1) T], pois que no seu inicio a tensdo tem o valor
maximo mT.
A substitui¢do de (13) em (9) permite obter, finalmente, a evolucdo da extensdo ao longo
do dominio (6) correspondente a tensdo linear crescente do ciclo de ordem n:

2 2
m1 1(¢ K t K
==L = —_ - —_ -1)I2n-1})-2 —
£t 2( )+( 2n 2)) +(n ){( n—-1)-2 } com ne[N] (1%

De igual forma, a substituicdo de (14) em (10) permite obter a evolucdo da extensdo ao
longo do dominio (7) correspondente a tensdo linear decrescente do ciclo de ordem n:

gd(t)_ﬂ{ (T)_(E_zn)rn[(zn-n 25} com nelN] (16)

Como verificagfo, as expressodes (15) e (16) devem ter o mesmo valor parat= (2 n—1) T:

el2n-11=¢2n-17]=" a { 2n ‘”*ﬁ} (17)

Esta extensdo € constituida por duas parcelas, a primeira devida a extensdo do modelo de
Newton fung¢io da ordem 7 do ciclo, e a segunda a extensdo do modelo de Hook, independen-
temente da ordem n do ciclo.

As expressdes (15) e (16) representam, cada uma, uma familia de pardbolas de parimetro
n, a primeira familia com a concavidade dirigida no sentido dos € positivos e a segunda com
a concavidade dirigida no sentido dos € negativos.
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As pardbolas homdlogas das duas familias encontram-se, em cada ciclo de ordem #, nos
pontos médios de coordenadas genéricas (ver expressdo 17):

2

t=2n-1)T - e=% B (2n—1)+E£T} (18)

e, também, nos pontos comuns dos ciclos, genéricamente, nos pontos de abcissas iguais as do
inicio do ciclo de ordem n e do fim do ciclo de ordem (n — 1), isto é:

2
ciclo de ordem n para (15) mT
2n-2) {ciclodeordem(n—l)para(16)} - & K (n—1) (19)

O conjunto dos pontos (19) sdo independentes da constante E do modelo de Hook, e
coincidem com os obtidos no estudo do modelo de Newton sujeito & mesma solicitacdo*. Estes
pontos estd alinhados como se viu no estudo referido, sobre a recta de equacio:

2
mT

g=" -

1 ¢
- = 20
K 2T 0)

O conjunto dos pontos (18) encontram-se, tambem, alinhados sobre uma recta. Sejam:

t=2n,-1)T t=02n,-1)T
2 e 2 1)
e = (1o 1)+ K &= (Lo 1) K
K |2 ET K (2 ET
dois pontos quaisquer do conjunto (18); a recta, por eles definida, terd por equagdo:
£E-g, -t
= (22)

€,-& L1

A substituicdio de (21) em (22) permite escrever, depois de efectuadas as operacoes
convenientes:

(23)

0 que prova que o lugar geométrico dos pontos (18) é uma recta paralela & recta (20),
referente ao lugar geométrico dos pontos (19), e tendo como ordenada na origem o valor

MT  (fig. 3, 4 e 5).
E

* Ver Geotecnia n.? 60. "Modelo reolégico de Newton sujeito a uma tensio linear ciclica”.

41



9

[ 4
(f“T(T-Z) (mT)

K K _
Caso de T<E— com == 1,42

miq1. .t
g 7(2 L718) 31)

~
e:’;—ﬂ%-%ﬂ,kz) (23)

P 1.t
. E_K 3 T+0,71) {41)

2.1 .t
7T {20)

7 o2
mTo 1.t 0,298 (26)

XK 2T

— e e e =T

t(T)

Fig. 3
E‘%Lz(lz'%“m (e (23)
E G
(._..""(TZ) (mT) ~
K K
Caso deT=2- com —==1
3f3 £ =T -
vy e:T(_TZ(.%-%w,S) {41)
21 ~ E=T<_TZ._L. t (26 )e20)
/ e
11 ~
’d
/ ’/,
+ p 6 t(T)

<7~ Ciclo

42

Fig. 4

A 1 2 3 4 5
~7 1___+___2-—+——-— 3'__"‘{"_



£ o

2
(ﬂxl) (mT)
K K _

Caso de T>E-com E?-O,s t::mlz(l t +0,375) (31)

K 2T
€ =’£KT_(%..;-+ 0,500) { 23)

; 2

E:'I‘kl--;—--—;_— (20)
"’Tz(— L e0.250) (41)

111 O T
Sl T +0125) (26)

P 6 t(T)

Clclo [-—— ——.{n— —-lc— ——

Fig. 5

A familia de pardbolas (15) de eixos paralelos ao eixo dos €, referentes aos ramos das
tensdes lineares crescentes, tém como vértices os pontos:

de, _ [(Zn 2)- T}T e_’”KT [(n 1)- I(K)

2

24
dt 2 \ET @4

Os vértices das parabolas das familias encontram-se fora do seu dominio (6) e tenderdo
para o inicio deste dominio, quando a rigidez da mola tender para infinito, isto é, quando o
modelo de Maxwell tender para o modelo de Newton.

Verifica-se que os vértices dados por (24) se encontram alinhados sobre uma recta. Sejam:

=[(2n1—2)—i<_JT z2=[(2n2—2)—£]T

{(nl -3 (ET)2

dois vértices quaisquer do conjunto (24); a substituicdo de (25) na equacio da recta (22)

(25)

]
&=

|

sa——[( 2 —1)- 1(

permite escrever, depois de efectuadas as operagdes convenientes:

{l_ﬁ(ﬁ_ 1)J (26)
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A recta (26) encontrada & paralela as rectas (20) e (23), e relativamente a primeira, que
passa pela origem, situa-se:

abaixo, se T<§ (fig. 3)

. K .
coincide, se T=E (fig- 4) 27)
acima, se T>§ (fig. 5)

As parabolas da familia (16) de eixos paralelos ao eixo dos €, referentes aos ramos das

2
n+1_(£
2 \ET

Os vértices destas pardbolas encontram-se relativamente ao dominio (7) a que pertencem

tensdes decrescentes, tém como vértice os pontos:

2
— =0 - t=(2n—£)T 8=ﬂ (28)
ET K

os seus ramos de tensdes decrescentes:

fora, se T<K (fig. 3)
E.

no inicio, se T=g (tig. 4) (29)
K .

dentro, se T>E (fig. 5)

e tendem para o fim do dominio se o médulo de elasticidade, E, do modelo de Hook tender
para infinito, isto €, se o modelo de Maxwell se particularizar no modelo de Newton.
Verifica-se que os vértices (28) se encontram alinhados sobre uma recta. Sejam:

_ K 2. K7
n=lorg)T S (0)
? : ) | 1 (k)
mT 1 | K =m 1
&= {"‘*5 (ET‘) Tk |2 (ET)

dois vértices quaisquer do conjunto (28); a substituicdo de (30) na recta de equagio genérica
(22) permite escrever, depois de efectuadas as operagdes convenientes:

2
e=mT 1|t K (£_1) G31)
K 2|T ET \ET
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A recta (31) € paralela as rectas (20), (23) e (26) atras definidas, e situa-se relativamente
a recta (23):

acima, se T<§ (fig. 3)
.. _K .

coincide, se =z (fig. 4 (31 a)
. K .

abaixo, se T >E (fig. 5)

As pardbolas homdlogas das duas familias, ndo admitem as mesmas tangentes nos pontos
comuns (18); como verificagdo basta provar que os coeficientes angulares, a, dessas tangentes
sdo diferentes. Os coeficientes angulares das tangentes s pardbolas pertencentes 2 familia (15)
sdo dados por:

de) _ml|t K
a=—"=2 1242 _(2p-2)
dt K |\T (32
tomando nos pontos de encontro (18) o valor particular:
a="T ( 1+ ﬁ) (33)
K ET

igual para o conjunto de pontos (18), como pertencentes 4 familia de parabolas (15), por o seu
valor ser independente do parimetro #.
De forma idéntica para a familia de pardbolas (16), se tem:

de(t
e ed()_mr{ t K+2n}

“a K| TE G4
e nos pontos (18), o valor particular:
a _mr ( 1- X (35)
K ET

igual para o conjunto de pontos (18), como pertencentes & familia de paribolas (16), mas
diferente do encontrado em (33), que s6 coincidird quando o modelo de Maxwell se particu-
larizar no modelo de Newton, tomando entfio o valor comum (F — oo):

mT
a=——
K (36)
Igualmente, nos pontos comuns (19), as duas familias de pardbolas tém tangentes diferen-
tes; para a familia de pardbolas (15), os coeficientes angulares apresentam, tendo em consi-

deragdo (32) e (19), o valor particular:

37

45



diferente do apresentado para a familia de pardbolas (16) que tendo em consideragdo 33)e
(19), assume o valor particular:

a=‘1? (l_ﬁ) (38)

Os coeficientes angulares (37) e (38) s6 coincidirio quando o modelo de Maxwell se
particularizar no modelo de Newton, como sucedia para o caso dos coeficientes angulares das
tangentes referentes aos pontos comuns (18).

Assim, se conclui, que os pontos comuns (18) e (19) as pardbolas homdlogas das familias
(15) e (16), por admitirem tangentes distintas, a esquerda e a direita, se classificam como
pontos angulosos (fig. 3, 4 € 5).

As fig. 3, 4 e 5 encontram-se referidas a dois sistemas de eixos coincidentes (g, 1) e G, t),
ortonormados e monométricos, portanto com graduagdes iguais, indicando-se, em cada uma
delas, o factor de escala que permite este propdsito: as extensdes € as tensdes em fungdo do
tempo.

Assim, no diagrama (o, f) representam-se os trés primeiros ciclos lineares de tensdo e o
lugar geométrico dos valores maximos das tensdes existentes na recta ¢ = mT.

No diagrama (o, f) encontram-se representaﬂos os lugares geométricos dos pontos comuns
(19), recta (20), dos pontos comuns (18), recta (23), dos vértices das pardbolas pertencentes a
familia (15), recta (26), dos vértices das pardbolas pertencentes a familia (16), recta (31), a
curva de evolugio da extensio sofrida pelo modelo de Maxwell nos trés ciclos representados,
e finalmente, a recta intermédia (41) das rectas (20) e (23).

A drea, A, limitada, no ciclo de ordem #, pela curva da extensio e pelo eixo dos ¢, tendo
em consideragio as expressdes (15) e (16), é dada por:

(2n-1)T

2
A;% 1_(1) +[£—(2n—2)]i+(n—1)lt(2n—1)~2£} dt+
2\1] |ET T ET
(2n-21 (39)
T :
L _1_(.t_)—(£—2n) L [(2n—1)—2.’f_} dt
K 2\T ET T

(2n-)T

a qual, depois de efectuadas as operagdes indicadas, conduz a:

amT {[(2)1_5] R [(n_l_) R 1__11}} _ ﬂ[(zn_mﬁ] (@0)
K 6] 2 ET 6 2 ET K ET
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correspondendo a 1.2 parcela da expressio intermédia ao ramo crescente ¢ a 2.2 parcela ao
decrescente.

Calcule-se a drea, A, limitada pela recta intermédia das rectas (20) e (23) e pelo eixo dos
t, no dominio do ciclo de ordem n. A recta intermédia, tendo em atencdo (20) e (23), tem por

equagao:
mT 1|t K
E— | - —
K 2 irT ET] @D
logo, a 4rea serd, atendendo a (6) e (7):
2 (2n-1T 2nT
=mT 1 LIS PO B . P 42)
K 2 T ET T ET

Qn-2T @n-T

que conduz a:
3 3
A,:m_KT {[(n—%) + ;.ﬁ] 4 [(n_i_) + ;_ﬁ]} = %[(2;1— 1)+E—Kf} 43)

correspondendo a 1.2 parcela da expressao intermédia ao ramo crescente e a 2.* parcela ao ramo
decrescente.

As areas A e A sdo iguais o que prova que a curva das extensdes oscila em torno da recta
(41).

As diferencas entre as 1. as parcelas. A,, e entre as 2.as parcelas, A,, das dreas A, e A sio
iguais em médulo, tendo por valor:

1 mT
A =A I ——
TR Tk (44)

independente do mdédulo de elasticidade, E, da mola.
Se, conservando o valor méximo da tensdo ciclica, mT, isto é a sua amplitude, G, se fizer
tender o semi-periodo T para zero, e, portanto, a sua inclinagio, m, para infinito, ter-se-4:

lim mT=c0,
m—>oo (45)
t > 0

A familia de pardbolas (15), terd, nos pontos médios do seu dominio (6), as coordenadas
genéricas:

3 _mT N K
t—(2n-E)T - Ec—ﬁ-lf(Zn——I)T+E} (46)
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O ponto médio do segmento da recta genérica definido pelos pontos extremos (18) e (19)
das pardbolas correspondentes ao ramo de tensdo crescente do ciclo de ordem n, tem por
coordenadas:

3 T K
t=(2n-—5)T - 80=’;_K[(2n —2)T+E] (47)

A diferencga de ordenadas, A €, entre (46) e (47), para a mesma abcissa ¢, tende para zero
com T, atendendo a (45) tem-se:

K4

im  Ag=fm MmT.Llp_9im 7o 48)
T -0 T—>02K4 8K 150

>

o0 que prova que a familia de parabolas (15) se particulariza numa familia de rectas quando T
tende para zero, e que o lugar geométrico dos pontos médios desta familia, se obtém-se, a partir
de (46):

im ¢ —lm ™7 (2,,_2.)1+1£ _tim mT (2n-3_)T— 17,k =f£(t+£) (49)
T—0 T—02K 4 E| T—50 2K 2 4 E| 2K\ E

ou, a partir de (47):

im g =km "T)6, o)1 +K|_lm ﬂ(zn_i)T_l_pLE =_G_M(t+£) (50)
T—0 T—02K E|l 150 2K 2 2 E| 2K\ E

As rectas (49) e (50) encontradas coincidem e representam a recta média das rectas para-
lelas (20 e (23) identificando-se, assim, com a recta (41).

Raciocinio idéntico permite concluir que a familia de parébolas (16), se particulariza numa
familia de rectas, cujos pontos correspondentes ao valor médio do dominio genérico (7),
formam um lugar geométrico que se identifica, também, com a recta (50) ou (41).

Neste caso, as duas familias de pardbolas (15) e (16) degeneram ou particularizam-se numa
linha quebrada limitada superior e inferiormente pelas rectas (23) e (20), respectivamente,
sendo a sua amplitude, A, dada pelo limite da diferenga de ordenadas correspondentes & mesma

abcissa, quando o semi-periodo T tendo para zero, tendo em consideragdo (45):

adim mT (l_t+£_1_t)=f’2=°_M.£ 1)

0 que mostra que a amplitude corresponde 2 extensdao médxima do modelo de Hook (mola), ou
seja, da componente eldstica do modelo de Maxwell.

Na fig. 6 encontra-se representado, duma maneira genérica, o que se acaba de expor:
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Fig. 6

podendo afirmar que:

O efeito num modelo de Maxwell de uma tensdo linear ciclica de valor mdximo, o,,
(acgdo dindmica), aproxima-se de uma vibragéo, de amplitude igual ao da extensio maxima da
mola, em torno de uma recta que corresponde a fluéncia de uma tensfo igual a metada de Cypr
quando o periodo da tensdo ciclica tender para zero.

Esta conclusdo mostra que a acc¢do vibratéria € devida unicamente & componente eldstica
do modelo de Maxwell (mola) e que a ruina do material podera ocorrer por deformacio
excessiva, ou por rotura, sobretudo, quando a frequéncia de vibragdo se aproximar da fre-
quéncia prépria do material, levando ao aparecimento do fenémeno da ressonancia.

O modelo de Maxwell apresenta dois casos limites em relagdo as caracteristicas dos
elementos que o constituem. Um dos casos diz respeito ao valor do médulo de elasticidade,
E, do elemento de Hook tender para infinito, isto €, este elemento perder a sua elasticidade
tornando-se rigido, o que faz com que o modelo de Maxwell degenere ou se particularize no
modelo de Newton. Relativamente aos elementos geométricos aqui apresentados, é de salientar
que as cinco rectas (41), (31), (26), (23) e (20) tendem para a recta (20), desaparecendo, assim,
a extensdo vibratdria, e que os pontos angulosos (18) e (19) tendem para pontos normais com
uma unica tangente.

O outro caso diz respeito ao valor da constante K do elemento de Newton tender para
infinito o que faz com que o modelo de Maxwell degenere ou se particularize no modelo de
Hook. A expressdo (15), atendendo a (4), tendera para:

lim £C(t)=m?T [%—(2n—2)}=(;—0

K oo (52)
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a expressdo (16), atendendo a (5), tenderd para:

lim £ t:ﬂ ——t-+2 =G_d
K oo (D E T n £ (53)

os dois valores encontrados (52) e (53) mostram que as extensdes, resultantes da aplicagio de
tensdo ciclica, seguem a lei de Hook, tendo um diagrama semelhante ao da tensdo.

O que se acaba de expdr tem interesse para o estudo dinidmico da fadiga e da vibragio,
devido a aplicacdo de uma tensdo linear ciclica, de perfodo muito curto, desde que o material
em causa tenha um comportamento que se aproxime do visco-elastico, além de contribuir para
um melhor conhecimento das propriedades do modelo de Maxwell.
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