COMPORTAMENTO ELASTO-PLASTICO
DE SOLOS — ANALISE DE UM MODELO
NAO ASSOCIADO*

Elastoplastic Behaviour of Soils — Analysis
of a non Associate Model

por
ROGERIO A.F. MARTINS**
M. HELENA F.M. BARROS***
LUCIA M.J.S. DINIS**

RESUMO — O comportamento elasto-plastico de solos do tipo nao associado ¢ analisado com base na
definicao de um material equivalente com comportamento do tipo associado.

Esta formulagao, levando a sistemas de equagdes simétricas, ¢ comparada com outras formulagoes.
tanto no que diz respeito ao resultado da andlise como ao nuimero de iteragdes necessarias até a solugao
final.

E posta em evidéncia a diferenga significativa entre analises realizadas com modelos associados ¢ nao
associados.

SYNOPSIS — The elastoplastic behaviour of non associate soils is analysed through the definition of an
equivalent material with associate behaviour.

This formulation, leading to symmetrical systems, is compared with other formulations both in terms of
results and iterations needed for convergence.

The significant differences between associate and non associate models are emphasised.

1 — INTRODUCAO

Os modelos de plasticidade associada nem sempre representam com a necessdria
precisao o comportamento estrutural de solos, com frequéncia sendo necessario recor-
rer a modelos de plasticidade nao associada.

Em plasticidade nao associada, o potencial plastico, de que deriva a lei de
escoamento, nao coincide com a superficie de cedéncia, e a correspondente formulagao
em termos de elementos finitos leva a sistemas de equagoes nao siméfricos.
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Esta assimetria nao ¢ relevante se na analise for usado, em qualquer das suas
formas, o meétodo da rigidez inicial. Este método, no entanto, é de convergéncia lenta,
sobretudo quando o solo atinge um elevado numero de zonas plasticas.

A utilizagao de sistemas resolventes nao simétricos torna a analise demasiado cara
uma vez que um problema nao linear € resolvido através da resolu¢do sucessiva de
diversos sistemas lineares.

Neste trabalho faz-se a implementagao de um método de simetrizagao do sistema
de equagoes proposto por G.N. Pande e St. Pietruszczak (1), método este que, tanto
quanto € do nosso conhecimento, n2o tem sido objecto de aplicagao e experimentagao
numérica.

Na seccao (2), a partir dos principios fundamentais da analise elastoplastica €
estabelecida a lei constitutiva para um material nao associado. Na secgao (3) sao
formuladas as equacoes de equilibrio em termos de elementos finitos, sendo na
seccao (4) descrito o algoritmo de simetrizagdo. Na secgao (5) € apresentado um
exemplo numérico de aplicagdo. Trata-se de uma sapata a actuar numa massa de solo
considerado em estado plano de deformagao.

2 — RELACAO CONSTITUTIVA ELASTO-PLASTICA
2.1 — Aditividade

a) O incremento de deformacio total (de) € a soma do incremento de deformagao
elastica (dee) com o incremento de deformacgao plastica (dep):

{de} = {de} + {de'} (1)

b) O incremento de deformacao elastica relaciona-se com o incremento de tensao,
(do), através da lei de Hooke generalizada:

{(de€'} = (D)’ {do)} )

sendo (D) a matriz de elasticidade.

c) O incremento de deformagao plastica relaciona-se com o potencial plastico Q
através a seguinte lei de escoamento:

(d€) = {JQ— }a’)\ = {b} dx (3)
d (o)
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sendo dA um infinitésimo nao negativo (multiplicador plastico) ¢ {b} um vector
escoamento definitivo para cada estado de tensdo e dado por:

_{_ 90 _ {90 90 90 ¥ (4)
b {6(0') } {aax’ do, aTZX}

d) De acordo com (1) (2) e (3) o incremento de deformagao total é dado por

{de} = (D) {do} + {b} d\ (5)

Esta equacao traduz na forma diferencial a relag@o constitutiva elastoplastica,
onde ainda nao esta definido o multiplicador plastico dA.

2.2 — Consisténcia

a) Devendo as tensoes obedecer a constricao imposta pela superficie de ce-
déncia, isto é:

F ({o}, H®)) =0 (6)
devera ser dF = 0, ou seja
aF aF oh
dr = { Jlaoy + {2 Yaey =0 7
(o) dh  a(€)

Definindo o vector

oF aF oF aF \T
@y = {228 } ®)
a(e) dox  doy 97 zx
e entrando com o valor de (dep) dado por (3), obtém-se:
aF I RY
(@7 (do} +—— {2 F prar=o0 ©)
dh d(€)
com o endurecimento definido por
oF oh
Hhy = -2 } (10)

ah = ()
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resulta
{a}' {do} -Hd\ =0 (11)
ou

{a}' {do} = Hd\ (12)

expressao que sera usada em (2.3) para o calculo de dA.

2.3 — Multiplicador Plastico

Premultiplicando (5) por (a)T {D}, entrando com o valor de (a)T (do) dado por
(12) e simplificando resulta sucessivamente:

{a)' {D} {de} = {a} {D} (D} {do} + {a} (D} {b} a\ (13)
{a}" (D} {de} = {a}' {do} + {a} (D} {b} d\ (14)
{a)' {D} {de} = H d\ + {a} {D} {b} d\ (15)
{a)' (D} {de} = (4 + {a) (D} (b} ) dA (16)

Daqui se obtém o multiplicador plastico dA que ¢ dado pela seguinte expressao:

PN 0 12 B (17)
H+ {a)' {D} {b}

2.4 — Matriz Elastopldstica

Substituindo o valor de d\ dado pela expressao (17) na relacao constitutiva (5)
obtém-se:

(de} = (D} {do}+ LD DY (18)
H+ {a} {D} {b}
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Esta expressao pode ser sucessivamente modificada para

iia} D)7 14 (19)

T do) = [ - 1P
0y ey = H+ (@) D) (b)

H+{}{D}{b} ]{ s
{do} = {Dcp } {de} 21

Esta expressao traduz, na forma diferencial, a relagao constitutiva elastoplastica
sendo a matriz elastoplastica (D.,) dada por:

(p). 1210} () (D) o

D ep)_
w H + {a}' {D} {b}

Note-se que, ao contrario do que acontece na Teoria da Elasticidade para a matriz
de elasticidade {D}, a matriz elastoplastica {D,,} € fungao do estado de tensao através
dos vectores {b} e {a}.

3 — EQUACOES DE EQUILIBRIO

aj C0n51dere -s¢ que uma estrutura em equilibrio, SUJelta a forcas de massa
(X} = {X, ¥, Z}' e foras nodais {P}y = {P,, P,, ... P,)'. é submetida a um campo
de deslocamentos virtuais {8u} = {du, Sv, 8w} que origina deformagoes virtuais

{6¢}.
b) Nestas condigoes o trabalho virtual realizado pelas forgas exteriores é dado por
SWe = [y {8u} (X} dV + {8d}) {P} (23)

em que {6d} representa o vector de deslocamentos virtuais dos nds. O trabalho virtual
de deformagao ¢ dado por

8U = [, {8} {a} dV (24)
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¢) Sendo pelo Principio dos Trabalhos Virtuais 8W, = 86U, e fazendo as apro-
ximacoes habituais do Método dos Elementos Finitos, isto é:

{8u) = {N} (8d), (3¢} = (B} {od) (25)

em que {N} é uma matriz' de fungdes de forma e {B} a matriz de deformagoes,
resulta:

fv(sa)" ((B) (o} - (V)" {X} ) av - {30}’ (P} =0 (26)
Como o campo de deslocamentos virtuais considerado ¢ arbitrario, obtém-se

fv {BY {a} dV [, {N} (X} dV-{P} =0 @7

d) Para um problema elasto-plastico esta equagao nao € satisfeita sistematicamente
em todos os passos de calculo, sendo

¥ = [, (B} {0} aV-[, (N} {(X}aV-{P}#0 (28)
Para um dado incremento de carga tem-se

AV = [, (B} {Ac}aV- (J, {N)' {AX}aV + {AP}) 29)

em que o incremento de tensdo € definido pela relagdo constitutiva elastoplastica dada
pela equacao (21). De (29) e (21) resulta assim:

AW = {K;} {d} - (v {N}' {AX}aV + (AP} (30)
em que {Ki} representa a matriz de rigidez tangencial e é dada por

{Kr} = Jv {B}' {D,,) (B} aV 31)

3.1 — Assimetria

Para um problema de plasticidade associada o potencial plastico coincide com a
superficie de cedéncia e o vector {b} definido por (4) coincide com o vector ()
defindo por (8). Nestas condi¢oes a matriz elastoplastica {D.,} resulta, simétrica,
sendo por consequéncia também simétrica a matriz de rigidez tangencial {K+}.
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Em plasticidade nao associada, que mais correctamente traduz o comportamento
de solos, a matriz {K;} é ndo simétrica uma vez que {b} = {a}. Este facto leva, a
menos que se use o método da rigidez inicial, a necessidade de usar sistemas
resolventes nao simétricos.

Por outro lado, o método da rigidez inicial precisa geralmente de um elevado
numero de iteragOes até a convergéncia.

Torna-se assim conveniente a utilizagdo de um algoritmo de simetrizagio para
problemas de plasticidade nao associada. O algoritmo implementado (1), usa um
conceito de equivaléncia em que o material real, nao associado, € tornado equivalente
a um material ficticio (material equivalente) que apresenta um comportamento do tipo
associado.

4 — SIMETRIZACAO

a) Considerem-se os dois materiais seguintes, ambos com modulo de elasticidade
E e coeficiente de Poisson v:

— Material Real: Nao associado (F # Q) com endurecimento H = H(h) e multi-
plicador plastico d\" dado pela expressao (17). -

— Material Equivalente: Associado (F* = Q* = Q) com Q = Q ({o}, H*) sen-
do H* o endurecimento equivalente a determinar. Para este material {a} =
= {b}, vindo o multiplicador plastico d\" dado por:

oF = by (D)
H*+{b}' (D} {b)

(32)

{de}

b) A equivaléncia entre os dois materiais resulta de impor que os correspondentes
multiplicadores plasticos sao iguais, isto é:

{a)' (D} {de} _ _ {b} (D} {de} (33)

H+{a)" (D} {b) H*+ {b} (D} (b}

simplificando esta equacao obtém-se:

{a}' (D} {de} H" + {b}' {D} {b} {a} {D} {de} =

= H {b}' (D} {de} + {a}' (D} (b} {b}' {D} {de} (34)
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Definindo um vector {c} dado por
T
fe)l = H (e} + {a) ) (b} (b} - (B} D} (b} {4} (35)
resulta para o endurecimento equivalente,

s — L0 D) {de) 36)
{a)" (D} {de)

O endurecimento do material equivalente ¢ assim fun¢ao nao s¢ do endurecimento
do material real mas também do incremento de deformagao {de}.

¢) No caso de o material real ser idealmente plastico H = 0, vem para {c} a
seguinte expressao:

(e} = {a}' (D} (b} (b} - (b} (D} (b} {a} (37

5 — RESULTADOS NUMERICOS

a) Apresentam-se os resultados numéricos obtidos com plasticidade associada e
nao associada para uma sapata rigida continua a actuar numa massa de solo conside-
rada em estado plano de deformagao. A geometria, dimensoes e discretizagao usada
vao indicados na Fig. 1. Foram usados 36 elementos finitos a que correspondem 133
nos e considerou-se um modulo de elasticidade E = 1 X 10’ e um coeficiente de
Poisson v = 0,25.

b) Usou-se o critério de cedéncia de Drucker-Prager, isto €:
F=al +U)H" =K' (38)

sendo as constantes « e K’ definidas de modo a este critério de cedéncia coincidir
com o critério de Mohr Coulomb para estados planos de deformagao, ou seja (2)

a=sen O /(9 + sen” 0" (39)

K =3ccos 0 /(9 +3 sen” 9" (40)
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Fig. 1 — Sapata, solo e malha de elementos finitos

Nestas expressoes ¢ representa a coesdo ¢ @ o angulo de atrito interno cujos
valores foram considerados iguais respectivamente a 10.0 e 25°.
Para potencial plastico foi considerada uma superficie de Von-Mises.

c) Nos resultados que a seguir se apresentam foram usados os seguintes modelos
de calculo:

— KT — Neste modelo a matriz de rigidez é calculada usando na expressao (31)
nao a matriz elastoplastica {D,,} mas a matriz de elasticidade {D}. A matriz
de rigidez é assim calculada uma Wnica vez e usada nesta forma em todo o
calculo.

— NR1 — A matriz de rigidez é calculada usando a expressao (31), matriz esta
que ¢é usada a partir da 2.2 iteragao de cada incremento. Na primeira iteragao é
usada uma matriz de rigidez calculada a partir da matriz {D}.

— NR2 — A matriz de rigidez com base em {D,,} ¢ considerada apenas na 2.2,
3.2 ¢ 4.2 iteragao de cada incremento.

— NR3 — A matriz de rigidez com base em {D,,} é usada nas iteragoes 2 a 10
de cada incremento.
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d) A Fig. 2 mostra os resultados obtidos em plasticidade associada e ndo associada
com os algoritmos acabados de referir. Sao também mostrados os resultados para o
mesmo problema dados por (3). Constata-se uma boa comparagao entre os resultados
desta referéncia e os resultados aqui apresentados. Nesta figura P representa a carga
aplicada, P_ a carga de colapso segundo a referéncia (3), ¢ a coesao e d o deslo-
camento vertical da linha de simetria da sapata.

¢) Nos Quadros | e 2 os algoritmos usados sao comparados do ponto de vista do
numero de iteragoes necessarias até a convergéncia. O Quadro 1 mostra o numero de
iteragoes usado para os algoritmos KT e NR1. Foi usada uma tolerancia de 2% até
ao incremento 22 e 2,5% a partir deste incremento. E evidente o menor nimero de
iteragoes exigido pelos algoritmos NR 1, sobretudo nos primeiros incrementos. O Qua-
dro 2 compara os algoritmos KT, NR2 e NR3, usando uma tolerancia de 1,5% até
ao incremento 14 e de 1% a partir deste incremento. O numero de iteragdes exigido
pelos algoritmos NR continua a ser menor, sobretudo para o algoritmo NR3.

QUADRO 1 — Algoritmos KT, NR1. Iteragdes necessarias

Numero N. de Iteragdes Numero N.° de Iteracoes
do dfa do dla
Incremento  (x 10% ) KT NR1 Incremento  (x 104) KT NR1

1 2. 7 5 19 21. 9 6
2 4. 17 10 20 22. 9 6
3 5. 14 8 21 23. 9 7
4 6. 13 7 22 24. 9 7
5 7. 12 7 23 25. 6 5
6 8. 12 7 24 26. 6 5
7 9. 12 6 25 27. 6 6
8 10. 11 7 26 28. 6 5
9 11 11 6 27 29. 6 6
10 12 10 6 28 30. 6 5
11 13 10 7 29 31. 6 5
12 14. 10 6 30 32. 6 5
13 15. 10 6 31 33. 6 5
14 16. 10 6 32 34, 6 5
15 17. 10 6 33 35. 6 5
16 18. 9 6 34 36. 6 5
17 19. 9 6 35 37. 6 5
18 20. 9 6
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Fig. 2 — Diagramas carga-deslocamento para plasticidade associada e néo associada

QUADRO 2 — Algoritmos KT, NR2, NR3. Iteragoes necessarias

Numero N. de lteragoes Numero N.° de Iteragdes
do dia do dfa
Incremento  (x 10% KT NR2 NR3 Incremento  (x 104) KT NR2 NR3
1 2. 9 7 6 19 21. 23 21 23
2 4. 20 18 13 20 22. 23 21 23
3 5. 17 15 9 21 23. 23 23 23
4 6. 17 14 9 22 24. 23 23 23
5 7. 16 14 9 23 25. 23 23 23
6 8. 15 13 8 24 26. 23 23 23
7 9. 15 13 8 25 27. 23 23 23
8 10. 15 13 9 26 28. 23 23 23
9 1l 15 13 8 27 29. 23 23 23
10 12. 15 13 9 28 30. 23 23 23
11 13. 15 13 9 29 31. 23 23 23
12 14. 15 13 9 30 32. 23 23 23
13 15. 15 13 8 31 33. 22 22 22
14 16. 15 13 9 32 34. 22 22 22
15 17. 24 24 15 33 3s. 23 23 23
16 18. 23 23 22 34 36. 24 24 23
17 19. 23 23 23 35 37. 24 24
18 20. 23 23 23
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No que respeita a convergéncia, a tendéncia global é a necessidade de um menor
numero de iteragdes nos primeiros incrementos e de um ndmero de iteragoes seme-
lhante ao do algoritmo KT nos tltimos incrementos. Esta dificuldade de convergéncia
nos ultimos incrementos cré-se ser devida ao facto de, atendendo a ser H* fungao do
incremento de deformagao plastica, haver a possibilidade de H* ser negativo a que
correspondera um amaciamento do material equivalente.

) Da Fig. 2 ¢ evidente a diferenca significativa entre os resultados obtidos com o
modelo associado e com o nao associado. Na Fig. 3 vai indicada para ambos os
modelos a deformada da massa de solo na zona mais préxima da sapata. Como se vé
na figura 0 modelo nao associado leva a uma menor variagao de volume, resultado
este que ¢ confirmado experimentalmente (4).
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