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RESUMO — As anilises usuais de percolagio pelo Método dos Elementos Finitos determinam o potencial
em todos os pontos nodais, de modo a satisfazer a Equagido de Laplace e as condigbes de contorno do
problema. A partir do potencial, calculam-se os gradientes hidraulicos, as velocidades aparentes de fluxo e
as vazdes na regiao analisada. Eventualmente, pode-se calcular outras varidveis de interesse, como pressdes
neutras ¢ forgas de percolagdo. No entanto, ndo é vidvel, do ponto de vista pratico, determinar as linhas de
fluxo por meio destas analises.

Este trabalho apresenta a formulagao em termos da fungao fluxo, e a solugao numérica pelo MEF, de
problemas envolvendo fluxo de dgua em solos saturados. Esta formulagao permite a determinagao de linhas
de fluxo em situagoes gerais. Apresentam-se exemplos de utilizagao envolvendo casos de interesse pratico.

SYNOPSIS — The usual procedure for analysing seepage by the Finite Element Method consists of the
computation of the potential at all nodal points, in such a way as to satisfy Laplace’s Equation and the
boundary conditions. After the potential is determined it is also possible to evaluate the hydraulic gradients,
the seepage velocities and the seepage rate in the region. Eventually, other quantities may be computed,
such as pore pressures and seepage forces. Nevertheless, it is not feasible to determine the flow lines
directly by this method. '

This paper presents a formulation for problems relative to seepage in saturated soils, using flow
functions. The numerical solution is obtained by the FEM. This formulation enables the determination of the
flow lines for general conditions. Examples of practical interest are also presented.
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1. — INTRODUCAO

Na analise de problemas de percolagao, tem sido comum deduzirem-se as equa-
¢oes governantes em fungao do potencial (carga hidraulica total). Este enfoque é o
mais simples e natural. Quando se determina uma solu¢do aproximada do problema
pelo MEF, este enfoque apresenta uma vantagem adicional, qual seja, a de ser
necessario impor apenas um tipo de condigdo de contorno (a carga nas equipotenciais
limites). Esta condigao de contorno é muito simples e s apresenta dificuldades
(porém, facilmente contorndveis) para fluxo nao-confinado. Neste caso, é necessario
adoptar um procedimento iterativo para determinagao da linha freatica e impor uma
condigao de contorno especial para a linha livre. Pode-se também ajustar a freatica por
meio de técnicas nao-lineares em que a malha se mantém fixa, conforme descrito por
Correia (1979).

Nao € possivel, em uma andlise de percolagao por elementos finitos em fungdo do
potencial, determinar directamente as linhas de fluxo. Isto se deve ao facto de todas as
condigoes de contorno do problema serem fungao apenas do potencial. Por meio destas
analises, obtém-se o potencial em todos os pontos nodais, o que possibilita a deter-
minagao das linhas equipotenciais. No entanto, alguns engenheiros argumentam (com
razao), que somente as linhas equipotenciais nao permitem analisar de modo completo
problemas de percolagio em seccoes de barragens com geometria complexa e sobre
fundagoes estratificadas, nas quais o padrdo de fluxo costuma ser pouco intuitivo.
A representagao dos gradientes hidraulicos ameniza o problema, porém nao o solu-
ciona, ja que justamente nas regides onde se tem maior concentragao de fluxo (filtros,
trincheiras drenantes, descontinuidades rochosas e outras) o gradiente é reduzido e
pode eventualmente tender a zero (como no caso de trincheiras drenantes). Face ao
exposto acima, verifica-se ser conveniente dispor de um programa de elementos finitos
que permita a determinagao de linhas de fluxo. A formulagao que possibilita esta
determinagao, e que pode ser facilmente adaptada aos programas de elementos finitos
para analise de percolagio em funcio do potencial, sera apresentada neste trabalho.
A formulacado em fungao do potencial ndao sera discutida aqui, por se encontrar
amplamente documentada na literatura (vide, por exemplo, Zagottis — 1971).

2. — EQUACOES GOVERNANTES DO FLUXO DE AGUA EM SOLOS

Considere-se o problema da percolacao de dgua pela rfundagao de uma barragem
de concreto, conforme representado na Fig. 1.

Considere-se agora um elemento do estrato permedvel, de lados dx e dv (paralelos
aos eixos v, v globais) e espessura unitaria, conforme mostra a Fig. 2. Sejam v, e v,
as velocidades aparentes de fluxo (vazdo por unidade de area) segundo as direccdes x e
v, respectivamente.
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Fig. 1 — Barragem sobre fundacdo permedvel
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Fig. 2 — Elemento diferencial do estrato permedvel
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Para que haja continuidade no elemento diferencial representado na Fig. 2, a
quantidade de agua que entra no elemento deve ser igual 2 quantidade de agua que sai.
Este resultado é conhecido como Principio da Continuidade. Portanto, pode-se escrever
a seguinte equagao:

v, av,
Vo ody + v, Ldy = (v + -a"' dy) dv + (v, + ;— dv) dv ......... (1)
X A

A Equagao (1), apos algumas simplificagdes, resulta em:

av, av,

— 4+ —=0

ax av B

A interpretacao fisica da Equagao (2) é clara: os eventuais acréscimos (decrés-
cimos) de velocidades aparentes segundo a direcgio x devem ser compensados por
decréscimos (acréscimos) segundo a direc¢ao v, de modo a manter a vazao total no
elemento constante.

Neste estagio do problema, é necessario definir as equagdes constitutivas do
material. A equagao constitutiva do material. A equagao constitutiva correspondente a
fluxo laminar ¢ a Lei de Darcy:

—
d
Vi = — k.\' _¢
ax
................................................. 3)
0
vo= —k 9o
| av

Se for admitido que os coeficientes de permeabilidade k, e k, sdo constantes,
resulta a seguinte equagao (denominada Equagao de Laplace) em fungdo do potencial
¢ [apds a substituigao da Equagio (3) na Equagio (2)]:

% ¢
+ ok
%y 3%y

k, = 0 4)

A Equagao (4) pode ser resolvida graficamente, tragando-se manualmente a rede
de fluxo, ou pelo Método dos Elementos Finitos, sendo entdo necessario impor
apenas, como condigao de contorno, o potencial nas equipotenciais limites, conforme
comentado anteriormente. Em alguns casos, pode-se resolver a Equagio (4) analiti-
camente.
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Pode-se demonstrar que, se existe uma fungao ¢ que satisfaz a Equagao (4),
entdo existe também uma outra fungdo ¥ (denominada fungio conjugada harmonica de
¢), tal que:

nm=¢ — iy

¢ uma funcdo analitica. As fungoes ¢ e ¥ sdo ortogonais, e devem obedecer as
Equagoes de Cauchy-Riemann (Scott, 1963):

9 _ W
ax v
................................................... (&)}
9 _ W
n v

Fisicamente, estas equagbes definem a fungdo fluxo, tal que as linhas de ¢ = cre
dividem o dominio em «canais» de fluxo por onde passam vazoes constantes. Esta
propriedade é uma consequéncia de a componente de velocidade aparente na direcgao
normal a linha de fluxo ser nula.

As velocidades aparentes de fluxo relacionam-se com a fungao ¥ através de:

Convém notar que as Equagbes (6) satisfazem identicamente a Equagdo da
continuidade [Equagdo (2)]. No entanto, a fungao de fluxo ¢ ndo pode ser atribuida,
conforme se verifica combinando-se as Equagoes (6) e (3):

wo_
av TS
............................................. )]
W _
ax " oov
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A Equagao (7) pode ser colocada em uma forma mais adequada:

1w _
x o = P R R EREES (8a)
1 d d
L (8b)
| k, ax o

Diferenciando-se a Equagao (8a) em relagio a v, a Equagao (8b) em relagao a v e
substituindo-se as expressoes obtidas, resulta a seguinte expressao:

i d? 1
-— _d’ + — = 0 9)
k., ax2 k, :

A Equagao (9), formulada por meio da fungdo de fluxo ¥, descreve a percolagio
de agua em solos. Para que esta equagdo possa ser resolvida, é necessario impor as
condigbes de contorno do problema analisado em termos da fungio de fluxo ¥. Antes
de se passar a discussao das condigdes de contorno, convém observar que:

a) De acordo com esta formulagdo, pode-se definir linhas de fluxo como sendo
linhas nas quais a fungdo  apresenta valores constantes. Esta definigiao é
analoga a definicao de linhas equipotenciais, no caso da formulagio em
fungao do potencial.

b) Consequentemente, a vazao entre duas linhas de fluxo quaisquer é dada pela
diferenga ntre os respectivos valores de .

Assim, o problema da determinagao da fungdo de fluxo ¥ é analoga ao da
determinagao do potencial ¢, mudando apenas as condigdes de contorno a serem
impostas. Estas condigoes de contorno serao fungdo da vazio especificada em parte da
fronteira do problema. Devido a caracteristica das condicoes de contorno, nio é
possivel determinar directamente as linhas de fluxo em uma anilise de percolagio.
E necessario primeiramente efectuar uma analise em fungdo do potencial, determi-
nando a vazao total pelo dominio e a vazao especifica nos pontos nodais correspon-
dentes a linha livre. Estas vazoes serao as condigdes de contorno para a analise em
fungao de ¥, conforme discutido a seguir.
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3. — CONDICOES DE CONTORNO

Considera-se agora a percolagao de agua em uma barragem de terra, representada
na Fig. 3.

1 Y
Linho fredtica (%K =0)
s
B / /me ;::ﬁ:u:em de terra
r rr
e 9

__Linha livre
(7= %) /L

ra

T—g—

Equipotencial de

A Equipotencial de mfnima
mdxima carga

carga

Fundagdo impermedvel X

Fig. 3 — Condicées de contorno para uma andlise de percolagdo

Para as duas equipotenciais limites, a condi¢do de contorno a ser imposta é dada
por:

onde v, é a componente da velocidade v normal a superficie s e 8/ds representa a
diferenciacao ao longo da fronteira em um sentido hordrio. Esta é uma condigao de
contorno natural, € que nao necessita ser imposta na analise por elementos finitos,
conforme sera discutido mais adiante.

Para a linha livre, é necessario impor uma condigdo de contorno especial, ja que
esta linha nio é uma equipotencial € nem tao pouco uma linha de fluxo. Nas analises
usuais em fungao do potencial impoe-se como condigao de contorno ¢ = v nesta
linha. Nas analises por meio da fungao fluxo, ¢ necessario impor:

U= (V) e (1)

em cada ponto da linha livre (linha CD na Fig. 3). Ou seja, na linha CD impoe-se um
valor de Y correspondente a uma vazao variando de ponto a ponto.



Resta apenas impor as condigdes de contorno nas linhas de fluxo limites. A linha
de fluxo de menor comprimento corresponde a linha freitica (linha BC na fig. 3),
enquanto que a de maior comprimento corresponde a linha AD nesta mesma figura.
Nestas duas linhas, pode-se impor valores arbitrarios de ¥, desde que a diferenca entre
estes valores corresponda a vazao total que passa pela barragem. Em geral escolhe-se
o valor nulo para a linha freatica. Deste modo, os valores a serem especificados nas
linhas de fluxo limites sao:

0 na linha BC

¥

Y = fg v, dS na linha AD

Portanto, o problema da determinagio das linhas de fluxo em um macigo de
permeabilidade anisotrépica esta equacionado. Deve-se satisfazer a Equagao (9) no
dominio, e as condigdes de contorno (11) e (12) na fronteira. Convém notar que, ao se
adoptar este enfoque para o problema, pressupbe-se que a linha freatica ja tenha sido
determinada, bem como a vazio total através da barragem.

Comparando-se a Equagao (9) com a Equagio (4), verifica-se que a solugao de
um problema de percolagao por meio de uma formulagio em fungao de ¥, reduz-se a
solucao da equagao de Laplace na seguinte forma:

8? e
K d + K LA

ax? a2

O (13)

onde os parametros K e K/ sdao dados por:

K = —

K = —

Esta analogia serd discutida com maior detalhe no préximo item, relativo a
aproximagao da Equagao (13) por elementos finitos.
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4 — APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

Conforme visto nos itens anteriores, a determinagao das linhas de fluxo em um
macigo de permeabilidade anisotropica reduz-se ao calculo da fungao de fluxo ¥ que
satisfaz a equagao de Laplace (Equagdo 13) e as condigdes de contorno do problema
(Equagoes 11 e 12).

Porém, a Equagao (13) é valida em um dominio continuo, com infinitos graus de
liberdade. Para a solugao numérica desta equagao, € necessario discretizar o dominio em
elementos finitos. Isto feito, aplica-se 0 Método de Ritz ou de Galerkin (Zienkiewicz e
Morgan, 1983) para a obtengao de um sistema de equagdes com um numero finito de
graus de liberdade. Este sistema, uma vez resolvido, fornece os valores de ¥ nos
pontos nodais.

A aplicagao do Método de Ritz a este problema requer a minimizagao de um
funcional que, embora possa ser estabelecido com base em consideragoes matematicas,
conforme descrito em Ponter (1972), nao decorre imediatamente da teoria apresentada.
Por outro lado, o Método de Galerkin opera directamente com as equagoes gover-
nantes do problema (Equacao 13), e portanto possui uma interpretagao fisica mais
imediata e satisfatoria. A aplicacdo de qualquer um destes métodos conduz, neste
caso, a equagoes idénticas. Consequentemente, sera utilizado o Método de Galerkin
neste trabalho.

O Meétodo de Galerkin procura minimizar, no dominio do problema, o erro
cometido ao se calcular a equagao de Laplace por meio de uma solugao aproximada.
Ou seja, o método impde a seguinte condicio:

J, (Ew)dy =0
onde:

%Y "
PYe + K TGN (16)

E = Ki

e w é uma fungio de ponderagao adequada. A integracio é efectuada sobre a area A
do dominio. O erro E surge em consequéncia da utilizagio de uma aproximagao para a
funcao ¢. A Equacdo (15) representa a exigéncia de se anular a média ponderada dos
erros E no dominio A. Substituindo-se a Equacao (16) na (15), obtém-se:

™Y , 0
fA [K‘ o + K P wdA =0 . 17
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Neste estagio, aplica-se o Teorema de Gauss a Equagao (17). Este teorema
transforma o integral de uma fungdo em um dominio A e um integral no seu con-
torno §:

I, (c

onde C e D sao fungdes escalares quaisquer e 1, € a componente segundo o eixo X da
normal 71 a superficie S.

Para a variavel v, a expressao obtida é idéntica, bastando trocar x por v na
Equagao (18).

Aplicando-se a Equagao (18) na Equacao (17), obtém-se:

oD aC oD
)dA=vaa—n.\ ds — [, — —dA  ........... (18)
. »

D
ax? dx v

d 0 ow 0 dw 0
f K! —E n + K/ —lkn\. wdS — fA K — —dl + K| — —dl dA =0
; ox ox ov 9x av v

(19)

No Meétodo dos Elementos Finitos, a fungao a ser determinada (no caso, a funcao
de fluxo ¥) ¢ aproximada no dominio por meio de uma interpolagao do seguinte tipo:

onde 7 € o numero total de nds da malha de elementos finitos, N, sdo as fungdes de
interpolagao (que dependem do tipo de elemento finito utilizado) e W; sao os valores
nodais da fungdo ¥. No Método de Galerkin, o nimero de fungdes de interpolagao ¢é
igual ao numero de valores nodais desconhecidos.

A fungao de ponderagao w;, correspondente ao nd i, é escolhida de modo a se ter
w; = N;. Convém notar que, nos nds onde o valor de  é imposto como condigao de
contorno [Equagao (11)], nao existem incognitas associadas ao ponto. Consequente-
mente, a fungao de ponderagio se anula para estes nés. Portanto, o primeiro integral
constante da Equagao (19) se anula na parte da fronteira onde a fungao ¥ é especi-
ficada. Ao longo da parte restante da fronteira, o primeiro integral constante da
Equagao (19) se reduz, mediante a utilizagao da Equagao (10), a

P
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Substituindo-se a Equagao (20) na (19), e incorporando-se a Equagdao (21) na
expressao resultante, obtém-se:

\' - + \, - = U e
=1 ( v ax v av ) Y

Se em um no6 da fronteira nao forem especificadas condigoes de contorno, entao a
condigao de.contorno natural € implicitamente admitida. com v = 0 (velocidade

aparente nula imposta na fronteira) sendo satisfeita de modo apenas aproximado. Na
pratica, basta impor ¥ = 0 na linha fredtica, Y = vazao total no dominio para a maior
linha de fluxo € ¥ = ¢,,, na linha livre, conforme comentado anteriormente (vide
Fig. 3).

A Equacao (22) representa um sistema de 1 equagbes, no qual as equagoes
correspondentes aos nos nos quais Y € imposto sdo eliminadas. Apos se arranjar a
Equacao (22), e alterar a ordem de soma e integragao, obtém-se:

N, OoN, aN, N, )
i[IA (K:GG—YIT_’_ K\'T—a—‘_’—)dA]dg=0 ......... (23)

A Equagao (23) pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

Il 4=

Ka =0 (24)
na qual a matriz de permeabilidade global ¢ dada por:
oN, - N, aN;  oN,
K, = [, | K + K/ dA (25)
: ax  dx v v

Em aplicages praticas. a matriz de permeabilidade global nao ¢ montada directa-
mente de acordo com a Equagao (25). Ao invés da montagem directa, a Equagao (25)
¢ utilizada para estabelecer separadamente a matriz de permeabilidade de cada ele-
mento. As matrizes estabelecidas em cada elemento sao entao montadas de modo a
obter o sistema global de equagoes. conforme se encontra amplamente descrito na
literatura (Hinton e Owen. 1979).
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5 — APLICACOES PRATICAS

As Figs. 4. 5 ¢ 6 mostram exemplos praticos de determinagdo de linhas de fluxo
no macigo € na fundacdo de uma barragem de terra. Neste trecho da barragem. a
fundagao apresenta estratos avulionares altamente permeaveis. sobrejacentes a estratos
de arenito e basalto intercalados por descontinuidades rochosas. A Fig. 4 mostra o
modelo geoldgico adotado. A Fig. 5 mostra as linhas de fluxo obtidas, considerando-
-se o estrato superior de arenito isotropico, enquanto que a Fig. 6 mostra as linhas
obtidas considerando-se este mesmo estrato com permeabilidade anisotropica.

Conforme pode ser observado nas Figs. 5 e 6, a parede diafragma veda as
camadas superficiais da fundagao, for¢ando as linhas de fluxo a contorna-la. Nestes
exemplos, devido a complexidade da geologia de fundagao (com virios estratos
permeaveis intercalados por descontinuidades rochosas), s é possivel tragar manual-
mente a rede de fluxo se forem adoptadas diversas hipdteses simplificadoras (como,
por exemplo, admitir a parede diafragma e o maci¢o como sendo impermeaveis). Ja
com a utilizagao do Método dos Elementos Finitos, obtém-se as linhas de fluxo com
maior precisdo. Além disso, apesar do padrio de percolagao pelo macico e pela
fundagao ser complexo e nao intuitivo, as linhas calculadas permitem visualizar este
padrao de modo global.

. COEF DE PERM.
SIMBOLO MATERIAL K‘(CM)'KV(FM/S)
A Aterro_Compactado 5x10°6
B Areia Argilosa 6x10°7]
c Areia_Limpa 5¢1072

D (Isotrdp. )| Arenito com Estrat. Cruzada | 1x10°%4
D {Anisotr.) [Arenito com Estrat. Cruzada | L1x107J[1x10°

c E Descontinuidade 5x10°3
(‘r”:;’s i F Arenito 1x10%
260 259,70 NA. MAX. MAX. G Contacto Arenito-Basalto | 1x10-2]
8 —r H Basalto 1x1079]
"I Parede Diafrdgma 5x10°3

250 ®
240 n 1=

| (BY

i ©
230 =
220 20,
210

Fig. 4 — Modelo geoldgico-geotécnico adaptado



A vazdo entrs duas linhas de flu-
x0 gendricas ¢ dada pela diterenga en-
Cotas tre os respectivos valores de ¥ (mul-

(m) 259,70 NA MAX,_ MAX. tiplicados por 10°5m3/s /m).
260

Fig. 5 — Linhas de fluxo pelo macico e pela fundacdo de uma barragem de terra,
considerando-se o estrato superior de arenito isotropico

As vazBes podem ser obtidas mul-
CO'C;S tiplicando-se os valores de cada linha

é’é‘o 259:70 NA MAX. MAX. de fluxo por 1072 (m%/s/m).

¥ ]
¥=1,00 v=400~—4-500

01
230 =69

N
N
o

¥=7%00

d
~
(o]
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Fig. 6 — Linhas de fluxo pelo macigo e pela fundacio de uma barragem de terra,
considerando-se o estrato superior de arenito anisotropico
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6 — RESUMO E CONCLUSOES

Este trabalho apresentou a formulagao e a solugao, pelo Método dos Elementos
Finitos, de problemas envolvendo fluxo de agua em solos saturados. Esta formulagao
permite calcular linhas de fluxo em situagoes gerais, sem restrigoes quanto a geometria
e permeabilidade dos materiais envolvidos. »

A formulagao apresentada consiste, basicamente, em estabelecer a equagio de
Laplace, que descreve a percolagao de agua em solos saturados, com base na fungao
de fluxo ¥ ao invés do potencial, como se faz usualmente. Os programas de analise de
percolagao em fungao do potencial podem ser facilmente adaptados para esta formula-
gao. E necessario apenas tomar precaugoes na imposigao das condigoes de contorno do
problema, conforme discutido neste trabalho.

Os exemplos praticos apresentados mostram a determinagao das linhas de fluxo
pelo macigo e pela fundagao de uma barragem de terra em uma secgao de geologia
complexa e padrao de percolagao nao-intuitivo. Estes exemplos ilustram o grande
potencial de aplicacao pratica da formulacao descrita neste trabalho.
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