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The consideration of empty inclusions and anysotropy
in a study on heterogeneity

por
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RESUMO — Em anterior trabalho foi feita uma tentativa de teorizagao da heterogeneidade e sua influéncia
no eteito de escala. Nessa altura dois problemas ficaram em aberto. nomeadamente os efeitos anisotrépicos
e as inclusoes vazias ou quase-vazias. Retomam-se aqui esses problemas e apresenta-se uma tentativa de
solucao.

SYNOPSIS — In a former work on essay on theoretical study of heterogeneity was presented. In that
work two problems remained insolved. namely the effect of anisotropy and the empty or quasi-empty
inclusions. Those problems are now analysed and a solution is proposed.

I — INTRODUCAO

Num trabalho elaborado anteriormente [1] e partindo do principio que o médulo de
deformabilidade dum corpo composto seria a média harménica dos médulos dos consti-
tuintes. conforme Peres-Rodrigues [2]. o autor chegou a conclusio que numa amostra de
dimensao nd. em que d era a dimensao dos grios e 7 o nimero de grios constituintes da
amostra. a probabilidade de se obter uma certa deformabilidade D era expressa por uma
distribuicao normal de parametros.

valor médio D=D,P, +D, (1 —P) (1)

* Manuscrito recebido em . A discussao do trabalho esta aberta durante o periodo de trés meses.
** Engenheiro Civil. Investigador Principal do Nucleo de Fundacdes Rochosas do LNEC.
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e desvio padrao =MD -Dy) \\/———— 2)

em que D, e D, sao as deformabilidades e P, e P, = 1 — P, as proporcoes de ocorréncia
dos componentes | e 2 respectivamente.

Foi chamada a atengao para duas limitacdes de que o principio de que se partia
enfermava. e que eram:

a) a nao validade do principio para casos em que uma das deformabilidades tosse
excessivamente elevada em relacao a outra. como seria o caso de inclusao de vazios:

b) a nao aplicabilidade a corpos anisotropicos. a nao ser para modulos normais a um
plano de isotropia.

E objectivo do presente trabalho a resolucao dessas limitagoes entao encontradas.

I — INCLUSOES DE ELEVADA DEFORMABILIDADE

Uma via ja preconizada por Peres-Rodrigues, para a solugao da primeira limitagao.
foi a consideragao, nao das inclusoes so por si, mas de elementos de dimensao superior
que individualmente as contivessem. Assim. um corpo como o representado na fig. la
deveria ser considerado nao como os dois compcnentes 1 e 2 com os respectivos
modulos E| e E, = 0 e as proporcoes de ocorréncia respectivas P, e P, mas como por
exemplo na fig. 1b. com as componentes | e 2° com os respectivos modulos E; e E')
(0 < E5 < E)) e respectivas proporcoes de ocorréncia P} < P, e P; > P,.

Uma questao que imediatamente se poe é a definicao da dimensao que se deve
atribuir ao componente ficticio 2 pois solugoes como as apresentadas em 1b e lc¢ sao
possiveis e devem em principio ser coerentes.

Considere-se. portanto que na solugao da fig. 1c a dimensao dos elementos ficticios
2" é superior a dos elementos 2° por forma que a sua proporgao de ocorréncia € k vezes
superior (P;° = kP3). Como os valores dos parametros da distribuigao normal. expressos
(1) e (2) se devem manter constantes, facilmente se demonstra que as deformabilidades
dos componentes ficticios se encontram relacionados por

D) = D} (3)




A existéncia desta solucao, mostra que nao existe em principio qualquer problema
para se variar a dimensao do componente que contém a inclusao, sendo apenas de ter em
atencao que este elemento nao devera ter uma dimensao tao proxima da inclusao que a
sua deformabilidade venha a ser excessivamente superior a do componente 1 (digamos a
titulo de exemplo da ordem das mil vezes).

Quanto a deformabilidade que se deve tomar para o elemento. € em principio
possivel determinar por via experimental. quer por modelos fisicos quer por matema-
ticas. mas nao se vé vantagem numa determinacao de tipo geral dado a gama de
diferentes inclusoes que podem ocorrer, devendo para cada caso especifico ser feita a
sua determinacao.
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111 — EFEITO DE ESCALA NOS CORPOS ANISOTROPICOS

Considere-se um corpo anisotropo (tig. 2). com eixos principais de deformabilidade
coincidentes com os eixos coordenados 11z, Foi referido no trabatho anterior que se
for plano de isotropia as expressoes detinidoras do efeito de escala eram aplicaveis para
solicitagdes segundo :. Mais se pode afirmar que para solicitacoes segundo os eixos
principais de deformabilidade. ainda se mantém validas aquelas expressoes.

Vejamos agora como variarao as expressoes com a direcgao da solicitagao.

Pode em principio admitir-se que para um corpo anisotropo a deformabilidade em
qualquer direcgao se possa exprimir na deformabilidade segundo uma direccao principal
através duma funcao tendo por parametros os angulos directores e por coeficientes
valores caracteristicos do material (constantes elasticas e proporgoes de ocorréncia).

E=———" (4)
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Loureiro Pinto [3] mostrou que nos corpos compostos. transversalmente isotropos
(plano v de isotropia), esta funcao tinha a forma

f (a) = 1 + d sen*a — & sen’a (5)

em que d ¢ & dependem dos modulos de elasticidade. coeficientes de Poisson e
percentagens de ocorréncia dos componentes.

Peres-Rodrigues [ 4] por sua vez, encontrou uma expressao, aplicavel nomeada-
mente a rochas e macicos graniticos, da forma de uma quartica techada.

t(h, ¥) = \/ a* sen? ¢ sen? ¢ + b? send cos’ Y + c? cos* cos® ¥ sen” Py (6)

Estas duas leis que se apresentam apenas a titulo de exemplo, mostram que ¢
possivel expressar a deformabilidade em qualquer direccao na deformabilidade segundo
um eixo principal da deformabilidade, para as rochas e maci¢os mais comuns e com
maior interesse.

Serd uma lei do mesmo tipo que caracterizara a variagao de valor médio D com a
direccao de solicitagao, tomando a expressao (1) a sua forma mais geral

— f
Day= @, ¥) (7
D, P, +D,(1 —P)

podendo particularizar-se para o caso das rochas ou macigos transversalmente isotropos

— 1 + d sena — dsen'a .
Da= (7"
D, P, +D,(1 - P)

e para o caso de macicos graniticos ou de anisotropia representavel por uma quartica
fechada

Do, ¥ = \/ a? sen? ¢ sen® ¥ + b? sen’d cos?y + c? cos?ys cos® i sen®
D| Pl + Dz (1 '—p])

(7"7)

Estas expressoes, ou outras semelhantes caracterizardo o valor médio de deforma-
bilidade em qualquer direcgao, em funcao das deformagoes dos constituintes D, e D, e
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da proporcao de ocorréncia segundo a direccao do eixo principal de deformabilidade
considerado.

Mais complexo é o problema do desvio padrao . pois enquanto que para o valor
medio, a variagao de proporcoes relativas dos componentes vinha ja afectando a funcao
f (¢, ). para o desvio padrao, nao so as propor¢oes mas também a dimensao relativa n
podera variar com a direc¢ao.

Considere-se a fig. 3a. Para a direccao «
constituintes ¢

O° a proporgao entre os elementos

em que do ¢ a dimensio média dos graos na direccio de o = 0° ¢ €0 0 espagamento
medio na direccao a = o° dos centros dos mesmos.
Para uma direccao de solicitagao qualquer «. a proporcao Pa sera

P =

ol el

SN

sO no caso de

CX:O r =ﬁ (1=0° «Q 1{
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Fig. 3
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d a/d o em fungio da forma do grao, nao existe qualquer razao para que o espagamento
médio varie segundo a mesma lei, a menos que por exemplo os graos se agrupem em
bandas como na fig. 3b. No caso desta figura como no caso de estratos alternados, a
proporcao de componentes mantém-se constante, dado que as dimensoes segundo a
direccao a, sao, para os dois componentes as dimensoes segundo o = 0° divididos pelo
cos «.

Evidentemente que as dimensoes dos graos e os espagamentos entre eles poderao até
nem ser constantes segundo um dado «, e assim P, (o) sera generalizado para P, (¢, ) em
que havera dois angulos directores € nao apenas um.

Quanto a dimensao relativa n da amostra, também ela pode ser variavel com a
direcgao, para um mesmo tamanho de amostra, pois variando a dimensio e/ou a forma
dos graos, o nimero de graos que podem ser contidos na amostra segundo a direcgao de
solicitagao € variavel. Vemos na fig. 3b que a amostra corresponde a o = o° tera um
n = 6 e amostra com a mesma dimensao absoluta, para a = 90° tem apenas n = 2.

Os dois casos presentes na fig. 3 correspondem a formacGes diferentes. No
primeiro caso, trata-se de uma distribuicao homogénea de graos que devido apenas a sua
forma conferem uma certa anisotropia ao composto, no 2.° caso a distribuigao dos graos
nao ¢ homogénea mas ha zonas com maior probabilidade de ocorréncia de graos, e para
além da forma destes este agrupamento vai também conferir propriedades anisotrdpicas
a0 material.

Vé-se assim que o valor 1 pode de facto variar com a direcgao. Podemos no entanto
considerar que este valor na direc¢do (¢. ) pode ser expresso na forma

n(d. ) =g (. ¥)n
em que #n ¢ a dimensao relativa da amostra referida a dimensées dos graos na direcgao

principal correspondente a considerada na expressao (7).
Fazendo a mesma convencao em relacao a percentagem de ocorréncias

VvV Pl [ 1~P (¢, )] =g (d.¥) X Vv P, (1 —P)

em que P, é a percentagem de ocorréncias na mesma direcgao principal, vira

_g(d)s D —Dyv P (1 —P)
o= (8)

em que
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— Valores exp.

Fig. 4

Na figura 4 apresenta-se uma sintese de resultados obtidos por Loureiro Pinto [ 3]
em materiais transversalmente isotropicos. e embora a curva Ea apresentada seja
correspondente a valores mais provaveis e nao a valores médios, verifica-se uma
variacdo na dispersao, sendo esta maxima para « = 90° como seria de esperar.

Na figura 5. que por simplificacao sé apresenta um quadro de espago. encontra-se
representada a cheio uma superficie de deformabilidades médias dum material do
mesmo tipo e a tracejado representam-se as superficies que delimitam as deformabi-
lidades que se poderao encontrar com uma probabilidade correspondente a K desvios
padrao. Na mesma figura encontra-se ainda representada. para um valor de n = n, ¢
para a = 0° e @ = 90° as distribuigcoes das ocorréncias provaveis de deformabilidades,
que serao como foi visto. distribuicoes normais.
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