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RESUMO — A estabilidade de solos e rochas pode ser calculada considerando a massa em desliza-
mento como corpo rigido-plastico em equilibrio limite ou calculando as tensoes e deformacdes inter-
nas usando modelos nao-lineares. Neste artigo o primeiro método é generalizado a uma superficie de
deslizamento para qualquer configuragio de blocos em deslizamento com coesio e atrito nos pontos
de contacto. O segundo método é desenvolvido através do recurso ao método dos elementos finitos
considerando um modelo elastico-visco-plastico. Os coeficientes de seguranga F, assim obtidos, po-
dem entdo ser comparados desde que tenham a mesma base de definicio.

SYNOPSIS — The stability of soil and rock masses has been so far calculated either assuming the li-
mit equilibrium of part of mass sliding as rigid body or calculating internal stress and deformation
using, in general, non linear models. In the paper the first method is generalized to one sliding surfa-
ce to any configuration of sliding blocks with cohesion and friction at contact points; in the second
method a elasto-visco-plastic model is applied using the finite elements method. The coefficient of sa-
fety calculated in this case by mathematical programming can be compared with that calculated by
the finite elements method using the same strenght characteristics (friction and cohesion).

1 — INTRODUCAO

O método classico do circulo de deslizamento para a analise da estabilidade
de um talude é usado na pratica desde Fellenius (1927) e assenta nas teorias de
Coulomb (1927). Dentro dos critérios de plasticidade que entretanto se desenvol-
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veram pode-se dizer que a solu¢do obtida €& do tipo limite superior *‘upper
bound”’. Ha duas décadas este método foi generalizado para ter em conta super-
ficies de deslizamento ndo circulares, Janbu (1957), Morgensterm e Price (1965).
Estes métodos usam diferentes processos para tornar o problema estaticamente
determinado e o coeficiente de seguranca F & obtido por um processo iterativo
pois o sistema de equagdes & do tipo nao linear. Os algoritmos usados na resolu-
¢do do sistema nem sempre garantem a convergéncia para uma soluc@o; para
contornar este inconveniente, Sarma (1973) substituiu o habitual coeficiente F
por um factor de majoracdo \ de uma forca horizontal aplicada no centro de
gravidade de cada fatia e que representa, por exemplo, uma forga estatica sismi-
ca. Desta forma Sarma evitou a n#o linearidade inroduzida pelo coeficiente F.
Contudo este método da, em alguns casos, resultados pouco realistas para o fac-
tor .. Um novo método, no qual se considera o habitual coeficiente F, foi entdo
proposto por Martins (1979).

Recentemente ‘desenvolveram-se métodos para a seleccdo da forma Optima
da superficie de deslizamento usando o calculo de variacdes, Castillo e Revilla
(1977), Ramamurthy (1977); contudo estes métodos ndo sdo aplicaveis a meios
heterogéneos. Em qualquer dos casos referidos apenas se utilizam fatias verticais.
O método apresentado generaliza a solugdo de Coulomb para fatias de direccéo
qualquer.

O outro processo apresentado, para a analise da estabilidade de taludes, ad-
mite para o solo, ou rocha, um comportamento do tipo elasto-visco-plastico e
utiliza o método dos elementos finitos (M.E.F.) para a obtencéo das rela¢des ten-
sdes e deformacdes. As caracteristicas elasticas, modulo de Young E e coeficiente
de Poisson ¢ bem como as caracteristicas de resisténcia, coesdo ¢ e angulo de
atrito $ sfio os principais dados de caracterizagdo do material. Neste caso € pos-
sivel obter, para além do estado de tensdo, as deformacdes em qualquer ponto; a
estrutura diz-se em rotura quando os deslocamentos em certos pontos ditos de
controlo, como os da crista do talude, crescem muito rapidamente com o acresci-
mo do factor de seguranca (reducdio das caracteristicas de resisténcia c e tg®).
Embora com mais interesse para a investigagio, € ainda possivel obter varios ele-
mentos caracteristicos da plasticidade, como sejam os vectores deslocamento
plastico, as velocidades de escoamento, as rotagdes das tensdes, etc.

Para se atingir o escoamento plastico estacionario tém sido usados, em plas-
ticidade, dois processos. No primeiro, Snitbhan (1978), o peso proprio do mate-
rial é progressivamente aumentado por um factor X sendo analisado para cada si-
tuagdio o estado de deformacgdo da massa terrosa; neste caso diz-se que a rotura
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foi atingida quando os deslocamentos tendem para valores que crescem rapida-
mente com o incremento de carga. No segundo processo, que foi usado neste ar-
tigo, as caracteristicas resistentes do material, ¢ e tg®, sdo progressivamente re-
duzidas por um coeficiente F, até se obter divergéncia no calculo dos desloca-
mentos. A aplicacdo do primeiro processo a materiais com atrito &, e quando se
desprezam as tensdes neutras, conduz a erros no factor seguranca, por defeito,
pois a cada aumento de peso corresponde sempre um aumento ficticio de resis-
téncia devida ao atrito.

2 — ESTABILIDADE DE TALUDES UTILIZANDO O M.E.F.

O M.E.F. como técnica de solucdo de probemas lineares elasticos esta
actualmente bem caracterizado, Zienkiewicz (1971). Para os materiais plasticos a
lei de Hooke deixa de ser valida. Nestes casos ha que introduzir um critério de
cedéncia como por exemplo o de Mohr-Coulomb e uma teoria de escoamento
plastico. O critério de Mohr-Coulomb quando baseado num sistema tridimensio-
nal e expresso como fun¢ido de cedéncia f pode ser escrito na seguinte forma:

f = 2sen®o,, + (2c08-1/4/3 sendsend)r/J, — 2cos® = 0 m
onde
om = 3173, J| = o + Oy + gy Jp = % SiiSii )
Sij = 0jj — om0y, 6;; = 1 para i = j;
6 = Oparai # j
e 6 &€ o angulo de Lode:
— % < 0 = 1/3 sen—! (— (3+/3/2) 13/1,3/2) < w/6 3)
onde J3 € o terceiro invariante do tensor das tensdes:
T3 = SxxSyySzz + 20xy 0yz0x — $xx0%y, — SyyOzx — Szz0%xy 4)

Aceitando, na teoria de escoamento plastico, o principio da normalidade, a lei da
velocidade de escoamento expressa em termos das extensdes e escreve-se:

te Pij= yy(f/fg) 99 ®)

daij
sendo Q a fun¢do potencial plastico, y um pardmetro de viscosidade e y a fun-
¢a0 que define o modulo da velocidade e. Em certos materiais ¢ ainda legitimo
aceitar o principio da associatividade (Q = f) e substituir em (5) a fun¢io Q pelo
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valor da fun¢3o f. Calculando as derivadas em (5), ¢ operando por incrementos
de tempo, as zonas dos elementos que estdo plastificadas podem ser tratadas co-
mo elasticas, ndo lineares, dentro de cada intervalo de tempo. O correspondente
conjunto de equagdes de derivadas parciais resultantes da aplicagdo da técnica
dos E.F. pode-se escrever na forma:

QjBTdQ—F=0eéP=H.6 (6)
em que H & uma matriz que contém nos seus elementos as componentes de ten-
sdo e as caracteristicas resistentes do material. A solucdo deste sistema de equa-
¢oes pode ser obtida por um meétodo iterativo desde que os incrementos de tempo
sejam controlados. A existéncia e a unicidade das solugdes sdo ainda objecto de
varias publica¢des dentro das quais se salienta a de Cormeau (1974). A impossi-
bilidade de serem atingidas outras solu¢des, que em geral existem, resulta do fac-
to de a posicdo de partida, que € a solugdo elastica, ser ja uma posicédo fisica-
mente possivel e proxima da solu¢do procurada.

3 — EQUILIBRIO LIMITE DE UMA CONFIGURAGCAO DE BLOCOS

Admita-se que, devido a condigdes geologicas, a superficie de deslizamento
externa mais provavel ¢ (ABCDEFG) — Fig. 1 — com superficies de deslizamen-

to internas potenciais CL, DK, EJ e FI. Desta forma, a massa de solo e (ou) ro-
cha pode ser dividida em namero n de ‘“‘blocos’’. Se a ruptura ocorrer para esta
configuragdo de ‘‘blocos’’, o atrito e a coesdo desenvolver-se-do em alguns (ou
todos) os pontos de contacto.
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Tome-se o0 “‘bloco’ de ordem i e admita-se que este tem n pontos de contac-
to com os seus vizinhos e que todas as for¢as que nele actuam, incluindo ac¢do
da gravidade, ac¢@o sismica ¢ pressdes da agua intersticial sdo reduzidas as suas
componentes V; e H; aplicadas no seu centro de gravidade juntamente com um
momento M;.

O estado de equilibrio limite para o *‘bloco’ de ordem i é entdo traduzido
pelo sistema de equacdes

m
= (Njcos(n;,x) + T; sen(nj,x) — AH; = 0
j=1
m
z (sten(nj,x) — Tj COS(nj,X) — >‘Vi =0
j =
m
z [(Njcos(nj,x) + T; sen(nj,x]y; + [Njsen(hj,x) — T;j.cos(hj,x)]x; —
J =1 \M; =0 7

onde X & um factor de carga ¢ Nj ¢ Tj sdo, respectivamente, as for¢as normal e
tangencial que actuam no bloco no ponto de contacto Aj(xj,yj) € nj € o vector
unitario dirigido para o interior em A;.

Para o conjunto da massa deslizante pode ser estabelecido um sistema de 3n
equacgdes. A estas devem-se juntar as equagdes de Mohr-Coulomb.

Ty € C/F + Ng tg®/F
N S0 8)

onde &y ¢ o angulo de atrito no ponto de contacto Ay, Cy = ci.ly, sendo Iy o
comprimento da superficie de deslizamento (externa ou interna) correspondente
ao ponto de contacto Ay e c¢; a coesdo unitaria entre as superficies de desliza-
mento, a qual pode variar de ponto para ponto, sendo p o numero total de pon-
tos de contacto (k=1,2,...,p) e F o coeficiente de segurancga.

O namero total de incognitas ¢ 2p+ 1 (p for¢as normais Ny, p forcas tangen-
ciais Ty e o coeficiente de seguranca F). Em geral o namero de incognitas é
maior que o numero de equacdes (16) isto €, a estrutura da Fig. 1 € indetermina-
da. O problema de se alcangar o valor minimo para F e as correspondentes for-
cas Nj ¢ T; pode ser convertido num problema de programacio linear, como se
segue.
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Neste caso as equacgoes (7) e condigcoes (8) definem F como uma fun¢do das
incognitas Nyge Ty. Como F aparece em denominador (17) esta funcdo € nao li-
near. Contudo, por um simples artificio e utilizando um processo iterativo, o
problema pode ser convertido num problema de programagéo linear. Com efeito,
pode-se partir com F=1 por exemplo e calcular o valor maximo do factor de
carga A que pode ser aplicado as forgas ‘“‘exteriores’ V;, H; e M; para se atingir o
estado de equilibrio limite. Se o talude & estavel dever-se-a ter A>1. Nesta hipo-
tese pode-se repetir o calculo fazendo F=1.1 (por exemplo), obtendo-se um novo
valor para A que deve ser menor que o precedentemente calculado desde que a
configuragdo de deslizamento escolhida seja realista. Por consequéncia, o proces-
so termina quando se chega a A=1. O correspondente valor de F & o actual coe-
ficiente de seguranga para a configuragdo escolhida. Geralmente, outras configu-
ra¢des podem ser escolhidas de acordo com particularidades geologicas conduzin-
do a superficies de deslizamento potencialmente menos resistentes.

As equacgdes (7) e condigdes (8) conduzem a um problema de programacdo
linear cuja forma canonica €

maximizar A = CT.x

subordinado
a AXx =0
X; >0 9

onde X € o vector das incognitas, b um vector conhecido € A a matriz dos coefi-
cientes. Isto vé-se facilmente eliminando A entre equacdes (7) e escrevendo (8) sob
a forma

Ty € Cy/F + Ny . tgd/F
Ty S-(Ci/F + Ny . tg&,/F) (10)

Visto Ty poderem ser positivos, negativos ou zero, devem ser eliminados de
(7) e (10).
ApoOs estas transformagdes, chega-se a

AN=CT.N (11)
AN = b (12)
Ny S0 (13)
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A matriz A e os vectores b e CT poden: »er calculados desde que sejam co-
nhecidas as caracteristicas de resisténcia C e &, e as caracteristicas geométricas e
seja arbitrado F. A solugdo de (11) pode ser obtida pelo bem conhecido método
“SIMPLEX” onde um ntmero de ‘‘variaveis de ajuste’’ (slack variables) deve
ser induzido de modo a ter-se uma forma sistematica de se atingir a solug¢do do
sistema (12) subordinado as condi¢des (13) e maximizando A em (11) (ver por
exemplo Luenberger, 1969). Neste caso, o processo pode ainda ser simplificado
visto que para pontos na parte inferior da superficie de deslizamento tem-se ne-

cessariamente Ty >0, como consequéncia a 2.* equacdo € substituida por Ty 0.

Estudou-se também uma variante no método SIMPLEX a fim de se evitar a
manipulacio explicita das ‘‘variaveis artificiais’’, poupando-se desta forma muita
memoria no computador.

4 — APLICACAO

O Metodo dos elementos finitos, tal como foi anteriormente descrito, foi
aplicado ao estudo da estabilidade do talude representado na Fig. 2; o solo A ¢é

A - g= 30%; c= 3.5tf/m2; = 2.0tf/m3
B - g= 20%; c= 1.0tf/m2; ¥= 2.0tf/m3

Fig. 2

uma areia argilosa com angulo de atrito ¢ =30°, coesao ¢=3.5 tf/m2 e baridade
v=2.0 tf/m3; o solo B & uma argila com angulo de atrito ¢ =20°, coesio ¢c=1.0
tf/m2 e baridade y=2.0 tf/m3. Para ambos os solos foi considerado um moédulo
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de Young E=2000 tf/m2. Experimentaram-se dois valores para o coeficiente de
Poisson, r=0.25 ¢ »=0.4. Neste problema foi utilizado o critério de cedéncia de
Drucker Prager.

Usaram-se elementos isoparameétricos parabolicos de oito nos, sem nod cen-
tral; as dificuldades que surgem na integragdo, com este tipo de elemento, em
dominios triangulares foram evitados limitando a distorsdo completa dos lados.
O programa detecta o ponto de maximo deslocamento elastico e em seguida con-
sidera este como ponto de controle dos deslocamentos de toda a massa terrosa
em regimen elasto-plastico. Neste caso o ponto em questdo foi o n.° 278, situado
perto do topo do talude. Apresenta-se na Fig. 3 a relacdo do deslocamento deste
ponto como factor de segurancga F.

05 10 12 14 16 18 20 22 24 28 F

51 ELASTICO ] PLASTICO

ELASTICO |PLASTICO

15 1

201 Fz1.33

dlem)yY

Fig. 3

O factor F reduz simultaneamente a coesdio ¢ e a tangente de angulo de atri-
to ®. Verificou-se, por exemplo, para »=0.25 ¢ F=0.85 um deslocamento elasti-
co de 9 cm; para F=1.0 algumas zonas do material plastificam, aumentando os
deslocamentos, mas o talude no conjunto € ainda estavel; para F= 1.4 ha um au-
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mento das zonas plastificadas, ¢ para F=1.5 ja ndo é possivel obter convergéncia
no calculo dos deslocamentos.

Usando um coeficiente de Poisson »=0.4, verificou-se uma diminui¢do nos
deslocamentos sendo necessario reduzir fortemente ¢ e tgd para se obter a rotura
(F=2.5). A explicacdo para este aumento do coeficiente F estd na dependéncia
que existe entre as deformacoes elasto-plasticas no plano, nos estados planos de
deformacéo e a tensdo normal ao plano. O moédulo de Young E tem uma in-
fluéncia pouco significativa em F. As condi¢des fronteira desempenham um pa-
pel importante nos deslocamentos calculados para a massa terrosa e por conse-
quéncia na sua estabilidade. A base do talude foi considerada fixa na direccido
vertical e as fronteiras laterais afastadas e com deformagdes verticais livres € ho-
rizontais nulas.

O mesmo talude foi analisado, através de um programa de calculo automati-
co, pelo método do circulo de deslizamento tendo-se obtido um coeficiente de se-
guranca minimo F=1.9. Se no M.E.F. for admitida uma dependéncia linear en-
tre F e » verifica-se que o mesmo valor 1.9 & obtido para »=0.3.

Usando o segundo método descrito, de programacao linear, na analise do
mesmo talude obteve-se o factor de carga A\=10.58 para F=1.3; A=0.966 para
F=1.9; A=0.51 para F=2.5. Interpolando linearmente obtém-se F=1.87 como
valor do coeficiente de seguranga.

5 — CONCLUSOES

A estabilidade de taludes pode ser analisada pelo método dos elementos fini-
tos. Existem dois critérios para se obter o coeficiente de seguranga F: a majora-
¢do da baridade y ou a redugdo das caracteristicas resistentes ¢ e tgd. O segundo
critério € geral; o primeiro so6 se pode aplicar a maci¢os sem atrito. Foi verificado
que o coeficiente de Poisson afecta os resultados no calculo da estabilidade do
talude pelo método dos elementos finitos; deve-se, portanto, considerar com cui-
dado os valores que se atribuem a este coeficiente.

As leis constitutivas baseadas em E={(s;j, ¢;), onde sj; e ¢; sdo ‘‘normas”
dos respectivos tensores ¢ onde f pode ser obtido de medidas laboratoriais, de-
vem também ser tentadas pois alguma simplificacdo se poderia obter em relagdo
a expressdo de Mohr-Coulomb que & mais apropriada a analise rigido-plastica
tradicional. Contudo, estando esta comprovada por mais de meio século de expe-
riéncia, deve continuar-se o seu uso para a determina¢ido do coeficiente F. De
qualquer forma, os métodos baseados na elasto-visco-plasticidade sao importan-
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tes pois fornecem a evolugdo dos deslocamentos e sdo adaptaveis a uma grande
generalidade de casos. A dificuldade continua a estar na obtencdo de relagdes
tensdes-deformacdes mais gerais e realistas.
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