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THE Aplicability of the Rupture Theories and Criteria to
Rocks and Rock Masses

Por
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RESUMO — Apresentam-se as principais teorias e critérios de rotura com aplicagdes as rochas e aos
macigos rochosos, fazendo-se algumas consideragdes sobre a teoria de Griffth e 0 mecanismo da rotu-
ra fragil de Bieniawski.

SYNOPSIS — The most important rupture theories and criteria which may be applied to rocks and
rock masses are presented, together with some considerations about Griffth’s theory and Bieniawski’s
brittle fracture mechanism.

Como se sabe as roturas por compressdo, trac¢do ou corte das rochas e dos
macigos rochosos exibem comportamento bastante complexo e diversificado, pois
os materiais em causa, além de se poderem considerar como corpos variando des-
de o ductil ao fragil, variagdo esta ainda dependente da velocidade das cargas im-
postas e do seu tempo de actuacdo, apresentam quase sempre uma anisotropia e
heterogeneidade mais ou menos acentuadas. As diversas teorias e critérios de ro-
tura, jA em namero apreciavel, mostram a nfo preponderancia de nenhum, sendo
cada um deles aplicavel a determinados casos particulares.

As varias teorias de rotura existentes, entre as quais as denominadas por
Mello Mendes [10], teorias classicas de rotura: teoria de Rankine ou de Lamé,
teoria de St. Venant ou de Poncelet, teoria de Beltrami, teoria da tensdo octaé-
drica maxima e teoria de Von Mises; ¢ ainda a teoria de Mohr-Caquot, a teoria
de Coulomb, caso particular da anterior, a teoria de Tresca, com aplica¢do
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praticamente nula na Mecinica das Rochas, a teoria de Griffth e a obtida desta
por modifica¢do de McClintock e Wash e, finalmente, o mecanismo da rotura fra-
gil de Bieniawski, sdo exemplos de numerosas tentativas feitas para a compreen-
sd30 ¢ explicagdo do fenomeno altamente complexo da rotura.

A teoria de Rankine ou de Lamé [10], também denominada por teoria da
tensdo maxima, considera que a rotura tem lugar quando, num dado ponto do
material, & atingido um dado valor considerado como maximo para a tensdo nor-
mal, e isto quer se trate de ensaios uniaxias ou triaxiais, de trac¢do ou de com-
pressdo.

A teoria de St. Venant ou de Poncelet [10], também chamada de teoria da ex-
tensdo maxima, admite que a rotura de um dado material ocorre quando, num
dado ponto, se atingir um valor para a extensio considerado como méaximo.

A teoria de Beltrami [10] ou teoria da energia de deformag¢do maxima, afima
que a energia armazenada num corpo por unidade de volume sob a ac¢do de qual-
quer estado de tensdo, nao pode exceder a que for armazenada, nessa mesma uni-
dade de volume, num ensaio uniaxial de tracgdo ou compressio.

A teoria da tens3o octaédrica maxima [10] considera que os planos de corte,
por onde se da a rotura, fazem angulos iguais com as direc¢des principais.

A teoria de Von Mises [10] ou teoria da energia de distor¢io maxima, admite
que a rotura € devida & mudanca de forma e que nao é influenciada pela quanti-
dade de energia elastica associada a variagdo de volume.

A teoria de Mohr-Caquot [16] considera que a ruina de um dado corpo su-

jeito a um estado de tensdo triaxial oy = o, = 03, 5O depende das tensdes nor-
mais extremas e que as correspondentes circunferéncias de Mohr admitem uma

envolvente.
Se se admitir que a rotura se da por corte, entdo a envolvente sera dada pela
equacio:

7 = f (o) 1)

a que se da o nome de curva intrinseca € que se apresenta na Fig. 1.
Se a relagdo indicada na expressdo (1) for linear:
T=C+ otgd 2)

em que:
¢ — coesdo do material;
® — angulo de atrito do material;
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 a teoria de Mohr-Caquot particulariza-se na teoria de Coulomb [16], recebendo a
expressdo (2) o nome de recta de Coulomb e dela se deduzindo que a rotura por
corte s6 se pode dar segundo planos paralelos & tensdo intermédia, dependendo
dos valores das tensdes normais extremas, e¢ sendo as orientagdes dos planos de
rotura apenas fun¢do do angulo de atrito, Fig. 2. Igualmente se conclui que os
dois planos de rotura fazem com o plano onde actua a tensdo normal maxima, os
angulos de:

¢

3x [
3 o 7 ®

fazendo os dois planos entre si o Angulo de:
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Fig. 1 — Envolvente de Mohr

No caso particular de & ser nulo, a expressdo (2) simplifica-se para:

/{C v\.\ze‘ rT=c )
N Gy GA/ c, G :

Fig. 2 — Rectas de Coulomb
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e as rectas de Coulomb tornam-se paralelas ao eixo dos o , Fig. 3, desta se dedu-
zindo a condi¢do da rotura:

3T/2

01 — 03 = 2. (6)

o

f
03 a2A | o G
|

Fig. 3 — Condi¢cdo de Tresca

Esta con'dig:éo impde que a rotura por corte se verifique por um plano onde a
tensdo tangencial atinja o valor da coesdo, ¢, do material, recebendo a teoria que
a admite o nome de teoria de Tresca [16], de aplicagio praticamente nula na Me-
cénica das Rochas, dado que imp&e valor nulo para o 4ngulo de atrito, . Por
outro lado, esta condicdo introduzida nas expressdes (3) e (4) conduz a que os pla-
nos de corte bissectem as direc¢des das tensdes principais maxima e minima, facto
que praticamente ndo ocorre nos materiais rochosos.

A teoria de Griffth [6], enunciada em 1920 para a rotura dos materiais fra-
geis quando submetidos a esfor¢os de tracgdo, punha como hip6tese o inicio da
ruina a partir das descontinuidades ou microfissuras existentes. Em 1924, Griffth
[5] alargou a sua hipoétese a rotura devida a um estado de compressdo triaxial e es-
tabeleceu as leis aplicaveis & determinag¢do das tensdes de rotura, mas s6 em 1950
a sua teroria passou a ser aplicada a rotura das rochas, principalmente as rochas
consideradas frageis. Griffth considerou que as microfissuras existentes no inte-
rior dos materiais tinham sec¢des elipticas muito alongadas e estabeleceu por crité-
rios baseados, ou na concentragio de tensdes de tracgfio nos vértices das microfis-
suras ou no balango energético, o valor da tensfo de tracgdo, o, para o inicio da

rotura:
_ 2vE
o = '\/‘ 7c (1-v2) @

v — energia de superficie especifica, isto &, por unidade de comprimento da
fenda;

em que:
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E — modulo de elasticidade do material;

v — coeficiente de Poisson do material;

2¢ — eixo maior da fenda eliptica.

A teoria de Griffth deduzida para microfissuras planas, foi generalizada por
Sack [17] em 1946 a microfissuras de forma elipsoidal muito achatada, obtendo
para tensdo de trac¢do necessaria ao inicio da rotura:

_ 7yE
= Zcd—v) ®
Em 1948, Orowan [13], chegou, por via diferente, atendendo ao valor da ten-

sdo de trac¢do necessaria a rotura das ligagOes intermoleculares, a equacéo:

o = a )

A dificuldade pratica da determinacdo do valor da energia de superficie espe-
cifica, v, por um lado, e a necessidade da extens3o da teoria de Griffth a rotura
de corpos frageis quando sujeitos a estados triaxiais de compressdo, por outro, fo-
ram motivos para orientar o estudo de forma a estabelecer uma relagdo entre as
tensdes principais extremas, o; € o3, impostas ao corpo, ¢ a tensdo de rotura por
tracgdo, o;. Assim as investigagdes de Sack [17] levaram a conclusdo de que, no
interior de um corpo fragil sujeito a um estado de tensdo triaxial, as microfissuras
elipsoidais, mais aptas a darem origem & rotura, se dispdem de forma a que o pla-
no, definido pelas suas maiores dimensdes, contenha a direc¢do da tens3o princi-
pal intermédia, o, sendo, por isso, a distribui¢fio das tensdes & volta dos vértices
dessas microfissuras independente desta tensdo, Fig. 4. Por considera¢des geomeé-
tricas e mecénicas chega-se & férmula:

SESEES!

o3 (01— 032 + 80,(01 +03) =0 (10)

NN
IHRRRREI
S

Til }; T Fig. 4 — Posi¢cdo da microfissura elipsoidal
1
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que relaciona as tensdes principais extremas aplicadas, o1 € 03, com a resisténcia a
trac¢do do material, g, no inicio da rotura. Para a determinagdo da curva intrin-
seca, basta ter em consideragdo que a equagdo genérica da circunferéncia de Mohr
€ dada por:

o] + 03 2 g — 03 2
- y Y SR T
(0 3 ) + 7 ( 3 ) an

Eliminando entre as expressdes (10) (11) o valor (¢; — o3) resulta a equagdo
de uma familia de circunferéncias de Mohr [14]:

g + 0o
G-%)z b2 4¢7t1—2———3—— 0 (12)

de pardmetro (o + 03)/2.

A curva intrinseca do material, envolvente da familia de circunferéncias (12),
obtém-se eliminando o parametro (o; + 03)/2 entre a expressdo (12) e a sua deri-
vada em ordem ao referido parametro, donde resulta:

72 = 4 ooy — 0) 13)
que representa, no plano (o, 7), uma parabola do eixo coincidente com os €ixos

dos g, de vértice no ponto de abcissa o, e tendo a origem das coordenadas como
foco, Fig. 5.

Griffth e
modificada //
Pg

0
Gt

()

Fig. 5 — Curvas intinsecas das teorias de Griffth e de Griffth modificada.
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A teoria de Griffth foi modificada em 1963 por McClintock e Walsh [11] a
fim de ter em conta o efeito da compressdo nos bordos das microfissuras apos o
seu fechamento, fig. 6. Como resultado deste fechamento, instalam-se as tensdes
o, € T, nos bordos das microfissuras, sendo admissivel afirmar que, se for o, a
tensdo necessaria para o encosto dos bordos e u o seu coeficiente de atrito, seja:

=0 =<
o S para gy <o (14)
[ = 0x — Ocr para oy <o¢
=0 ara oy <
e > " p Ox =0¢r (15)
( = u (ox — 0yy) para ox >ogr.

Enquanto for o,<og, a teoria de Griffth continua a ser valida, quando
gy >0 chega-se 4 seguinte expressdo:

(o7—opp Vv 1+ pr—p (o + 03— 2 0¢) + 4 ofo— oy) = 0. (16)

Resultados experimentais, realizados por diversos investigadores, mostraram
que as tensdes de encosto dos bordos, ., apresentam valores muito baixos, sen-
do por isso razoavel a sua anulagfo [1], pelo que a expressdo [16] se pode parti-
cularizar para:

(o — 03) \/1+/.L2—[L(01+03)+40t=0.

Em face da dificuldade pratica da determinagio da tensdo de rotura por
traccdo, o;, do material, Hoek e Bieniawski [7], propuseram a sua substituicdo
pela tensdo de rotura por compressdo o, tendo chegado & expressdo seguinte:

(01 — 00 V1 + w2 —p—o3 /1 +p2+p=0 (17)

A curva intrinseca correspondente a teoria de Griffth modificada, obtém-se de
modo analogo 2 ja obtida para a teoria de Griffth. Assim, eliminando (o) — 03)
entre as expressoes (11) e (16), obtém-se a equagdo da familia de circunferéncias:

(18)
(0_ o1 + 03 )2 o 2 pller + 039 — 20a] — 4 Voo — o2 _

2 4 + w2
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A curva intrinseca procurada, sera dada pela expressdo que resulta da elimi-
nagdo do parametro () + o3) entre a equagdo (18) e a sua derivada em ordem a
esse mesmo pardmetro, donde:

T=p(0—0yg) — 2 o (6 — o) (19)

ou, considerando ¢, nulo, como em (17):

T=po—2o0; 20)
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Fig. 6 — Compressdo nos bordos das microfissuras

E de salientar que a consideragdio da existéncia de tensdes de fechamento das
microfissuras, o., leva a curva intrinseca da teoria de Griffth modificada a
particularizar-se numa recta, expressdo (19), para os valores de ¢ > o, Fig. 5,
tal como na teoria de Coulomb.

A partir das expressdes (13) e (19) verifica-se que as curvas intrinsecas das
teorias de Griffth e de Griffth modificada tém de comum o ponto de coordena-
das [14]:

0=0g 7=—20(oy— 0c) 3y
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€ que neste ponto a tangente a curva intrinseca da teoria de Griffth & dada pela

equagao:
t = % (- Oer) — 2 4 [ ot (0p — ocp). (22)
Ot — O¢r

Para que a recta correspondente a curva intrinseca da teoria de Griffth modi-
ficada seja tangente & curva intrinseca da teoria de Griffth no ponto comum de
coordenadas (21) é necessario que as duas expressdes (19) e (22) sejam iguais, isto
&, que o coeficiente de atrito dos bordos das microfissuras, pu, seja dado por[14]:

m = o . (23)

b4
gt — Ocr

como em geral, por resultados experimentais, a tensdo de encosto dos bordos das
microfissuras, ¢, tem.um valor muito perto do zero, o valor de p dado por (23)
torna-se praticamente igual a unidade, resultado a que muitos investigadores, por
via experimental, também chegaram [9] e [8].

O mecanismo da rotura fragil de Bieniawski [1] e [2] baseia-se na aceitagdo
da teoria de Griffth modificada até ao inicio da rotura fragil, fazendo introduzir
em seguida a hip6tese adicional da varia¢do da energia cinética, dWy, devida ao
movimento dos bordos das microfissuras ser significativo no comportamento e
propagacdo da rotura fragil, isto &, devera observar-se a seguinte equac¢do diferen-
cial:

dWe , dW, _ dW,

dc dc dc @4

em que:
dW,. — varia¢ido da energia elastica de deformagéo;
dW, — variagdo da energia de superficie da microfissura;
dc — variagdo do comprimento da microfissura.
A energia cinética, Wy, para um estado plano de tensdo correspondente a
uma trac¢do uniaxial, deduzida por Mott [12], & dada pela expressio:

koc2v2g2

(25)
2¢gE2

Wy =

sendo:
k — constante de proporcionalidade;
¢ — peso especifico do material;
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¢ — meio comprimento da microfissura;

v — velocidade de propagag¢do da rotura;

o — tensdo aplicada;

g — aceleracdo da gravidade;

E — modulo de elasticidade do material.

A velocidade de propagacdo da rotura, v, pode ser dada, segundo Dulaney e
Brace [4], por:

_ 2wgE c-Co _ 27gE  c-cy,
s \/ ke \/ S ou v = ke c (26)

dv

consoante se considera ou ndo a condi¢do de ser nula e sendo ¢, o meio

c
comprimento inicial da microfissura. O valor limite da velocidade de propagagédo
da rotura, v, denominada velocidade terminal, vy, obtém-se, por condigdes aos li-
mites de (26) e tem, em qualquer das expressdes, o valor:

@7

vr = lim v
T C —

donde se v& que esta velocidade terminal, vt, &€ uma caracteristica do material, por
apenas depender de E e g; a sua substituicdo em (26), permite escrever:

€ ou v=vp——to, (28)

vV =V
T C

Como sintese pode dizer-se que o mecanismo da rotura fragil de Bieniawski,
apoiado em numerosos estudos experimentais realizados com aparelhagem alta-
mente especializada, veio mostrar que a teoria de rotura de Griffth modificada
apenas pode ser aplicada ao inicio da rotura, pois que na rotura franca, a recta
intrinseca definida pela expressdo (19) deixa de ser valida, tomando a forma curva
de acordo com a teoria de Mobhr.

Para melhor compreensdo do que se acaba de expdr a tragos largos,
apresenta-se um exemplo referente aos ensaios realizados por Bieniawski [3] sobre
provetes de norite, fig. 7.

Nesta figura encontra-se representada a relagdo entre a velocidade de propa-
gacdo das microfissuras, v, e 0 seu comprimento relativo c¢/c,. Admitindo que a
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lidade do fendémeno. Entre os pontos B e C da-se o parecimento de outras micro-
fissura ramificadas com a inicial até se atingir em C a rotura franca.

Pode-se pois afirmar que as causas que originam a rotura sdo variadas e as
suas influéncias nem sempre iguais em situagdes diversas, dado o elevado nimero
de pardmteros em jogo. Sd@o assim naturais as iniumeras investigagdes tedricas e
experimentais que desde ha tempo vém sendo feitas com o intuito de prever, ba-
seadas em hipodteses ou efeitos mais ou menos envolventes de um conhecimento
ainda precario, o comportamento durante e apds a rotura das rochas e dos maci-
¢0s rochosos. '

Se a engenharia civil mais interessa o conhecimento dos estados de tensdo e
deformacdo acentuadamente antes da rotura, a engenharia de minas e de obras
subterrdneas o interesse &, em geral, maior no que se refere a0 comportamento

Y

junto a rotura.
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norite tem um coeficiente de Poisson da ordem de 0,25, que a constante k que lhe
corresponde € tal que a féormula (27), segundo Roberts e Wells [15], assume o as-
pecto:

gE .
e

vr = 0,38 (29)

e com os valores determinados de E = 93 x 104 kg/cm2, ¢ = 2,65 g/cm3 e
g = 9,8 m/seg2 vem vy = 1875 m/seg.

o
& 20007 velocidade terminal, vy B C)
€ I AT Sk sy o ctrrh i sl e
> ,—’T ....... j- /
o 1500— G hiperbole
R /,-' cubica experimental
& I
§ 10004+—4;
pus I c
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Fig. 7 — Ensaios sobre provetes de norite

Bieniawski obteve experimentalmente a curva, a trago continuo, da fig. 7, on-
de também se tragaram as curvas, a tracejado e a ponteado, correspondentes as
duas formulas (26), respectivamente para a variagdo cibica e para a variacdo hi-
perbodlica, as quais se afastam significativamente da experimental, apresentando
esta um ponto de inflexdo de interesse para a interpretacdo do mecanismo, ponto
nio existente nas duas curvas tedricas. Assim, para Bieniawski, o inicio da micro-
fissura da-se para o ponto A de velocidade nula cortespondente a ¢ = c,; em se-
guida, a microfissura propaga-se de uma forma estavel e a uma velocidade com
taxa crescente até atingir o ponto I de inflexdo da curva experimental a que cor-
responde um comprimento critico da microfissura traduzido pela libertagdo de
energia, dita, critica; para este intervalo, pode considerar-se existir equilibrio entre
a energia de deformacéo elastica ¢ a energia de superficie nos bordos da microfis-
sura. Dai em diante, a microfissura propaga-se de uma forma instavel a uma velo-
cidade com taxa-decrescente até atingir o ponto B correspondente a destrui¢do da
resisténcia; € neste intervalo que, dada a velocidade da propagacdo atingida, se
faz sentir a influéncia da perda de energia cinética, causa da instabi-
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