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por
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RESUMO - Neste trabalho apresentam-se as expressGes que permitem determinar as constantes
eldsticas dos corpos anisotrépicos por meio de ensaios de compressio diametral, sobre provetes
de sec¢do circular pertencentes aos planos principais ou, a trés planos quaisquer, normais entre si.
Apresentam-se também os resultados de ensaios ja efectuados sobre provetes de xisto.

SYNOPSIS - This work presents the expressions that allow the elastic constants of anisotropic
bodies to be determined by means of diametral compression tests carried out on circular cross-section
specimens containing either the principal planes or three any planes intersecting at right angles.
Results of tests already performed on schist specimens are also presented.

1 — INTRODUCAO

Na determinagdo das constantes eldsticas dos corpos anisotrdpicos depara-se
por vezes o problema do numero de provetes necessdrios para a sua determinagdo
com um certo rigor, ser bastante elevado, necessitar-se de um bloco de dimensdes tais
que em rochas bastante diaclasadas sdo dificeis de obter, ou obrigar 4 utilizagdo de
um numero tal de blocos, por vezes recolhidos em locais suficientemente
afastados, para que as suas propriedades se possam considerar constantes.

O método proposto, permite com um numero muito baixo de provetes
determinar as constantes eldsticas, sendo necessirio apenas o conhecimento da
posicdo dos eixos de simetria do corpo em analise, tarefa geralmente facilitada pela
existéncia de xistosidade, gnaissosidade ou estratificagdo visiveis na amostra.

* Trabalho apresentado ao 4.° Congresso Internacional de Mecanica das Rochas, Montreux, Set. 1979.
** Engenheiro civil. Especialista do Nucleo de Fundagdes Rochosas do LNEC.
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A determinagdo das constantes eldsticas pode neste caso ser feita por
meio do ensaio de compressdo diametral de trés provetes contendo cada um
deles um dos planos principais, efectuando-se mediges das deformagdes no
centro do provete segundo trés direcgbes, geralmente duas coincidindo com
0s eixos principais € outra a 45° com elas, para vérias direcgdes de aplicacdo
da forga diametral.

2 — ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL

Se um provete de didmetro d e de espessura € muito pequena for actuado
por duas forgas P iguais e opostas actuando segundo uma direc¢do diametral,
que faz um 4ngulo o com o eixo de simetria 1 do plano normal ao eixo do
provete cilindrico, suposto coincidente com a direc¢gdo principal 3, fig. 1,
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obter-se-do no ponto central 0 tensdes de valor:

[ 2P
=" mie ' %" mde (1)

pelo que em relagdo aos eixos principais sera:

2p .. 2P _
o= ——ﬂde(.?cos?ok +1) ; o= e (2cos2a 1) )
4P /

xy‘ ﬁdesana

Dado tratar-se de planos principais de referéncia, ter-se-ao para 0s corpos
anisotropicos as deformagdes:

£ =2a O .t 8,0 + 8 T

x~ ' 12% " *16°xy
.2p - . )
= ‘nde[all(ZcosZo: +1) 312(200920( -_1)1-2a1681n2ct

[ O+ 8,50 + 8,.T

y= %12 22% % BogCyy

2p (3)
=-ﬁ-—de[alz(2coe2o& +1)-a22(20052d -1 )"'2&26811’12(1}

rxy=a16ax+ a260'y+ a66‘cxy‘=

2P
Tide

= [316(2c052a +l)"°‘26(2°°°2°‘_1')+2°6631naa)
No caso mais geral far-se-d0 medigOes utilizando rosetas de extensometros
eléctricos a 45°, medindo-se as deformagbes ¢, &, € &;, pelo que se tera:

&€ = €. 6y= &, rxy": 262— 61— E_5 (4)

Variando agora o angulo o de aplicagdo da carga P, e fazendo as corres-
pondentes leituras €;, €,, €3, obter-se-d0 conjuntos de valores €, €y € €3
que permitem por utilizagdo do método dos minimos quadrados a determinai;ﬁo
das constantes elasticas no plano xy.

Se em vez de se utilizar apenas um provete do plano xy, se usarem trés
correspondentes aos planos Xy, Xz, e yz, ou seja os planos principais, procedendo
de modo analogo ao ji descrito poderdo obter-se 15 das 21 constantes eldsticas
do corpo anisotrOpico no caso mais geral.
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Assim o ensaio do plano xy envolve as constantes eldsticas a;;, a;,,
Q16 8y, 4y © ag, O do plano xz as constantes ay;, a;3, a5, a3z, 435
e as;, ¢ finalmente no plano yz mobilizar-se-do as constantes ay,, a3, 4y,
aj3, a3, € ay, pelo que ndo ficardo abrangidas nesta andlise as constantes
elasticas a4, 255, a34, 45, 45 € asgg.

A ndo determinagdo das constantes indicadas conduz & nfo resolugdo
completa de duas classes de simetria cristalografica correspondentes aos sistemas
triclinico ¢ monoclinico de 21 e 13 constantes elasticas independentes, podendo-se
assim resolver os casos mais comuns de simetria cristalografica.

No caso geral, considerando-se como 4ngulo de referéncia no plano xy o
angulo a formado pela direc¢do de ensaio com o eixo dos xx, no plano xz
o 4ngulo y com o eixo dos zz ¢ no plano yz o ingulo B com o eixo dos yy,
as expressoes das deformagdes tomardo a forma:

— No plano xy as expressdes sdo as ja indicadas em (3).

— No plano xz serio:

2
€x=—§§;e{513(200s2;‘ +l)-all(2cos2r —l)+2&l sin2~a

5

2 .
éz=-£é[333(200s2r +1)-a13(2cos2r —1)+2a3581n2ﬂ (5)

-2P

rxz=ad—e[a35(20082y +1)-als(200s2y -1)4-2&5 sinZy]

5

— No plano yz serdo:

€ a22(2coe2p +l)—a23(20082p -1)+2a24sin2p]

22 (
y Tmde
ea-gl_{a (2cos2p +1)-a, . (2cos2f -1)+2a Sin2ﬁ]

2z mdel 23 33 34 (6)

2P .
ryz..nde{au(zcost +l)—a34(2cos2p -1 )+2a4431n2ﬂ

Estas expressdes tomam uma forma particular para cada classe de simetria,
obtendo-se para os diferentes casos:
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— No sistema monoclinico

Plano xy
2P
€ ="mis [an(2cos2o: +l)-a12(Zcos2or -1 )*2316811120‘]
& 2B {a (2cos2x +1)-a, (2cos2a ~1)+2a sinZd]
y Tide 12 22 26
_2P
Txy=_'nde [a16(20052a +1) a26(20082ot -l)+2a6691n20<]
Plano xz
_.2P_ _ _ ]
éx‘ mde [313(20082Y +1) all(2cossZY 1)
2P _
éz= e [a33(>2cos2f +1) a13(2cos27 ..1)] (1)
AP )
Tyz=" mdel558in2Y
Plano yz
2p _
éy-.- PP {a22(2cos2p +1) a23(2cos2p ..1)]
§ =-2E

,="rie [a23(200s2p +1 )—a33(20032p -1 )]
4P .
Tyz= ﬂdea4481n2p
Ficardo por determinar as constantes eldsticas ass € ays.
—No sistema ortorrdmbico (corpo ortotrépico)
Plano xy
2P

xg——ﬁa—e[all(ZCOSZG +1)-e, ,(2c082c ...1)]

6 22

. ﬂd'e[alz(ZcosZcL +l)-322(2cos2a -l)]

4P ;
rxy= - ;I—a-;asesana

Plano xz
8 =-2E—(a,5(2c0s2y +1)-a,, (2c0s2y _1)]
& =-2L[a,, (2c082r +1)-a,,(2c082y -1)]
2" ‘nde[ 33 r 13 ¥ (8)

_ AP .
5™ _-ndeaSSSanr

-
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Plano yz

2
y:-n—ge[azg(Zcoﬂp +1 )-9.23 (2cos2g -l)]

2P
z=-m[ 8,5 (2cos2f +1 )-333 (2cos2p -l)J

4P .
ryzg ——ndea44sn.n2p

—No sistema trigonal, classes com operadores de simetria nio co-axiais
Plano xy

2
& =- [all(2co§26 -0-1)—&1 (2cos2cx -l)]

X  rde 2
2P -
éy: Py [al2(2cos20< +1) a11(20052a -l)]
8

2 :
& _.2P [313(2cos2r +l)-all(2cos27 —l)]

X~ frde
.2p i _ .
& =" [a33(20052y +1) 313(20052y l)] 9
4P .
fxzz dea4451n2r
Plano yz
& 22 (a (2cos2p +1)-a_ (2cos2f -1)-2a sian)
y~ rde 11 13 14
2P - -
6 =St an(moszg +1)-a,;(2cos2p 1)]
2P

Yy mde [§14(20052g +l)+2a4451n2p]



— No sistema trigonal, classes com todos os operadores de simetria co-axiais
Plano xy

2P -
6x-_- oy [gll(2cos2a +1) a12(2cos2or -l)]

& [a12(20082cx +1)-—all(2coe2ot -1)]

2P
=
y mde

- 8e - ;
rxy’ 'rrde(all a12)91n20t

2B - 1)~
o= [al3(2coszy +1)-a,, (2cos2y ~1)-28,

nde sin21]

5
6 ~~mis [833(20082Y +1)-a, 5 (2c0s2y -1)) "

2P
sz_ nde

[a25(2cos2y +1 )+2a44sin21]

Plano yz

2 N
Syg ;%[all(2cos2p +1)—al3(2c052p -l)-2al4s:.n2pJ

£ = %% [2,5(2c082p +1)-a,(2c082p -,1)]

- 2P [_ s
LA SRR

— No sistema tetragonal, classes com operadores de simetria ndo co-axiais

Plano xy
2 . .
6x=_'nde [all(2c032cx +l)-a12(2cos2a -l)]
2P -
6y= Tde [al2(20052cx +1) all(2c092o: .-1)]
_ 4p .
-rxy-_- dea6681n2a
Plano xz
2P
éx-_--;rTe- [8.13(2COSZY +l)—a11(20052r —l)]
2P
§ == [a33(2coszr +1)-a, 5 (2c0s2y -1) (11)
4P

Tx2™" 'n'dea44Sin2 7
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Plano yz

= -1%{ (20082ﬂ +l)-a13(2cos2ﬁ -1)]
.gl’_
z ie l3(2cos;2p +1)-a 3(20052p -1}
4P o ;
Tyz=" P 4491n2p

— No sistema tetragonal, classes com todos os operadores de simetria co-axiais

Plano xy
€= ﬂde[ a,,(2cos2a +1)-8,,(2cos2x ~1)+2a 6sln20c]
éyg 'nde[ 12(200&320& +1)- 8y (20052(! —l)-2al631n2aJ
Y z2P (4a cCo82x +2a sin2c)
xy “nde 66
Plano xz
2P
exg-nde[ 13(2cos2y +1)- a8y (20082y .-l)]
2p
€,=n e[ 33(2<:oaa2y +1)- a13(20032y ..1)] (12)
4P
Yy2=" mde ea4481n2y

y ‘;‘g( ll(2co:32ﬁ +l)-a13(2cos2p ..1)J
6;-@[ 13(2cos2ﬁ +1)-a 3(20092;3 ..1)J

Y, = —i.8,,5in2p



— No sistema hexagonal (corpo transversalmente isotropico)

Plano xy

€ =—-—-—[a13(200321 +1)-a11(200927 —-l)]

B loggtesmmr s (eeonts ) )

Y. == ——a, A 8in2y

Plano yz
2p )
6y=-ﬁé(all(2008dp +l)—al3(20082p -1)]
2p
€, = re [a13(2cos2p +1)-a33(20082p .._L)J

Y, = —--a, B8in2f

— No sistema cubico

Plano xy

2B ) ]
6x= Trae [all(QCOSZC! +l) 312(200820‘ -l)
2P ) )
ey' mde [312(200320 +l) 811(200520 —l)
4P

xyg- ma4491n2a

Y
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Plano xz

2P N _ ]
éxg nde[alz(ZCOSZ'{ +1) 311(20082y 1)

2P - -
6z=-ﬁde[all(200827 +1) a12(200527 l)] (14)

4P :
Yxo™" ﬂdea44s:.n2*{

Plano yz

2P
8y-_-—;r—d—e[all(2coszﬁ +l)—a12(20032p -l)]

-2p ’ _
éz= nde[a12(2c052p +1) all(2cos2p ...1)]

Y 42

vz~ ﬂdea4481n2p

3 - DETERMINACAO DAS CONSTANTES ELASTICAS PELO METODO
DOS MINIMOS QUADRADOS

Se para um determinado corpo se fizerem em cada um dos planos
principais ensaios de compressio diametral segundo diferentes direcgoes com
leitura das extensGes €;, €, € €;, as constantes elasticas poderdo determinar-se
tornando minimo o valor de:

A=} [51 - Zaikck]2 ‘15)

Nesta expressdao g; representa uma extensdo quando i=1,2,3 ¢ uma dis-
torgdo quando i=4,5,6. Do mesmo modo o, serd uma tensio normal para
k=123 e uma tensdo tangencial quando k =4,5,6. Portanto ter-se-a:

€126 5 6= 3 €426 5 &,

—O'z H 64=’Cyz H O'5='sz H 0'6=‘ny .

ryz i e5‘=)‘zx j 66=Yx_y (16)



;s , . A
O valor minimo de A obtém-se anulando as derivadas Sa. > due por

ik
resolugdo do sistema de n equagdbes a n incdgnitas assim obtidas, fornece

os valores mais provdveis das constantes elasticas a;,.

4 — APLICACAO DO METODO PROPOSTO

A fim de se avaliar o0 método indicado efectuaram-se ensaios de com-
pressio diametral de provetes de quatro tipos diferentes de xisto, cortados
de modo a ser ensaiado o plano xz. Considerando estes xistos como corpos

transversalmente isotrépicos, as equag¢bes a utilizar sdo as (13) relativas ao
plano xz.

2
6x=—ﬁ—§;[313(2c0827' +l)—a11(2c032y -l)]
& =-2E 1o  (2c0s2y +1)-a,,(2c0os2y -1 1
= ﬁde[aﬁ cos2y +1) 813( cos2y - )] (17)
-— 4B i
Tzx™ ﬂdea4dsln2Y

Obter-se-a portanto:

2 2

A= Z{[Gxi+ #[a:w(200s2)'i+1)—a11(20082yi—13} +
2

*[6214- %%;[a”(20052ri+1)-a13(2coszri-l)]l +  (18)

4p 2
*[Vegs maa®aa®in2ry) }

Derivando A em relagdo as constantes eldsticas a;;, ay;, a3, € a4, €
anulando essas derivadas, atendendo a que neste caso:

€x=63 H Ez.—.él ;sz=262-él-65 ’ (19)
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obtém-se o sistema de equagdes:

Hie

112(200927 =1) -3132(4008 2714-1) 2'_'631(2c092y - =0

allzi(«ioos 2yi-l)-2alaz(2cos 2ri+l)+a33£(4cos zyi-j)_

) ﬁde{zéj (20052114-1) Zél (2008211-1)]-0 (20)

132(4008 2y,-1)- a332(2cos2r +1)2 “de[el (2cos2y +1)=0

a44Z31n 2y, +4P Z 11-63 )s:m2)'

Nos quadros I a IV apresentam-se os valores das extensdoes medidas e
calculadas a partir dos valores das constantes elasticas determinadas pelas
expressoes (20).

QUADRO I
Amostra 1
_ Extensoes (10-6)
An- :
gulo ! E,z 63
° Exp.| Ana. Exp. Ana. Exp. Ana.
0 -83 -105 - 31 - 19 + 64 + 70
22,5 | -68 - 83 - 82 - 85 + 35 + 42
4sg -22 - 22 -101 -116 - 24 - 27
67.5 | +33 + 39 - 80 - 93 - 96 - 96
90 +52 + 65 - 35 - 30 -142 125
112.5 | +28 + 39 + 58 + 36 -104 - 96
135 -26 - 22 + 82 + 67 - 16 - 27
157.5 | -82 - 83 + 38 + 28 + 70 + 42
a, = 1.2698x108 cm?/kg aH=-o.3553x1o'6 em?/kg
a3 = 1.0856x10-6 cmz/kg ay,= 3.0#5’+x10-6 cmz/kg
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QUADRO II

Amostra 2
An- Extensdes (10-6)
gulo < c
1 2
o Exp.| Ana. Exp. Ana. Exp. Ana.
0 -97 - 94 + 21 - 26 + 42 + 43
22,5 | -75 - 74 - 68 - 71 + 27 + 23
ks -26 - 26 - 86 - 90 - 22 - 27
67.5 | +17 + 23 - 70 - 72 - 71 - 76
90 +37 + 43 - 22 - 27 - 99 - 97
112.5 | +24 + 23 + 20 + 18 - 80 - 76
135 -2h - 26 | + 39| + 37 - 34 - 27
157.5 | -76 - 74 + 24 + 19 + 18 + 23
a, = 1.2361x107° cm%/kg a13=-0.1667x10—6 cm? /kg
agy = 1.2039x10° cm?/kg 3, 2.5395x10%-6 cm?/kg
QUADRO III
Amostra 3
_ Extensdes (10-6)
An- € z
gulo 1 2
° Exp.| Ana. Exp. Ana. Exp Ana.
0 -155| -147 - 4o - 56 + 42 + 37
22.5 ) -110] -119 - 99 =117 + 27 + 18
Lg - 46| - 4o -122 =130 - 11 - 27
67.5 |+ 19] + 26 - 96 - 89 - 64 - 71
90 + 40 + 56 - 28 - 16 - 88 - 90
112.5 ] + 14| + 26 + 48 + 45 - 72 - 71
135 - 66| ~ L6 + 62 + 58 - 26 - 27
157.5 | -132f -119 + 30 + 17 + 22 + 18
a,, = 1.1658x10-6 cmz/kg .313=-0.0()98x10.6 cmz/kg
a3 = 1-9537X10-6 sz/kg a[‘4=‘3.7666x10-6 cmz/kg
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QUADRO 1V

Amostra 4
A Extensdes (10-6)
o € € £
gulo 1 2 3
° Exp. | Ana. Exp. Ana. Exp. Ana.
0 -122 | -103 - 34 - 33 + 34 + 37
22.5 - 76 - 82 - 75 - 75 + 19 + 20
4s - 30 - 29 - 86 - 87 - 20 - 21
67.5 + 20 ] + 24 - 58 - 63 - 58 - 62
90 + 40| + 45 - 20 - 17 - 80 - 78
112.5 + 22 | + 24 + 25 + 25 - 60 - 62
135 - 30 - 29 + 41 + 37 - 18 - 21
157.5 - 72| - 82 + 14 + 13 + 22 + 20
aj; = 0.9901x10_6 cmz/kg a]3=-0.16102x10“6 cmz/kg
ag3 = 1.3221x107% cm?/kg a,= 2.4837x10™° cm?/kg

As diferencas entre os valores tedricos e os experimentais podem expli-
car-s¢ por um comportamento diferente do considerado, isto é transversal-
mente isotrépico, por em face das dimensdes do provete ter sido necessdria
a colagem e o ensaio de cada extensOmetro por sua vez ¢ nio da roseta de
extensometros de dimensOes incompativeis com a sua localizagio correcta no
ponto central do provete.

5 — CONCLUSOES

Do exposto pode concluir-se que este método permite a determinagdo das
constantes eldsticas dos corpos anisotrépicos com um nimero de provetes muito
pequeno, com as limitagdes ja indicadas no caso de se utilizarem apenas
trés provetes segundo os planos principais, podendo na maioria dos casos
utilizar-se directamente os testemunhos de sondagem.

A teoria que foi exposta considerou o conhecimento prévio das direcgbes
principais, mas pode ser aplicada mesmo que estas sejam desconhecidas, sendo
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apenas necessiario que os trés planos analisados sejam normais entre si, utili-

zando-se entdo as expressoes gerais (3), (5) e (6), nido ficando contudo neste
caso as constantes eldsticas determinadas na sua totalidade.
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