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in which it undergoes wide elastic displacements with almost no apparent sliding of the bodies in
contact, and the third in which it gives up part of this elastic energy, forcing the sliding instead
of opposing it; ii) static friction is stÍonger than kinematic friction because, when sliding begins,
almost all the contacts of the asperities are in the first deformation phase, whereas, after sliding has
set in, the number of contacts in the third phase is sufficient to reduce total reststance.

1 - TNTRODUçÃO

um dos principais parâmetros a considerar no estabelecimento de equa-
ções constitutivas de solos granulares é, sem dúvida, a resistência friccional
entre as respectivas partículas. A quantificação dessa resistência apresenta porém
algumas dificuldades que resultam quer da própria determinação experimental,
que é afectada por numerosas condições de ensaio, quer da grande aleatoridade
dos resultados obtidos.

Noutro trabalho, em que se procurou apurar o estado dos conhecimentos
sobre este assunto [3] , evidenciam-se algumas dessas dificuldades e a forma
como têm sido resolvidas por alguns investigadores.

Todos os resultados apurados nesses estudos evidenciam, porém, uma
satisfatória confirmação das duas leis da fricção enunciadas por Amontons em
1699, segundo as quais:

a) a resistência à fricção é proporcional à carga normal à superfície de
contacto:

b) e é independente da área dessa superfície;
É tambem evidente nalguns desses estudos, tal como afirmou coulomb

em 1781 [8 ] ,

c) que deve distinguir-se fricção estiítica, a força requerida para iniciar o
deslizamento, de fricção cinemática, a força, por vezes apreciavelmente
menor, necessária para manter esse deslizamento. É esta diferença que
está na origem do fenómeno do "stick-slip" que poderemos designar
por deslizamento descontínuo, sacudido ou intermitente.

Apurou-se ainda que, dentro dos limites de velocidade de desli zamento
utilizados nesses estudos [10]:

d) a fricção cinemática é pouco ou mesmo nada afectada pela velocidade
de deslizamento;

e) o ângulo de fricção diminui quando aumenta a caÍga normal;
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da respectiva força de contacto for, respectivamente, igual ou inferior ao
ângulo O,o dessa fricção molecular.

Note-se que o mecanismo de adesão de Terzaghi, uma vez que tal
adesão não cola os corpos entre si, acaba por ser equivalente a um mecanismo
em que a resistência friccional é gerada, não por forças de atracção entre as
moléculas, como na adesão, mas por forças de repulsão entre elas, geradas
como reacção à carga que aperta entre si os corpos. o deslizamento das
superfícies de contacto efectivo só será possível se as moléculas forem deslocadas
das suas posições de equiHbrio de modo a que elas possam passar uma sobre
as outras. E são esses deslocamentos que geram a resistência friccional. Se se
aceitar que as componentes normal e tangencial das forças inerente a tais
deslocamentos são proporcionais àresistênciaa compressão p e àresistência
ao corte s, também assim se chegaria à relação de Terzaghi: p:s/p.

Admite-se ainda que ao longo duma superfície de deslizamento entre duas
partículas, os contactos efectivos são em número suficientemente elevado para
que cada força de contacto efectivo seja insigniÍìcante em face da carga total
do contacto aparente entre essas partículas.

E supõe-se finalmente que as deformações que sofrem as saliências
durante o deslizamento são perfeitamente elásticas*.

Em resumo, aceitam-se as seguintes hipóteses:

a) o contacto entre duas partículas faz-se discretamente por intermédio
das saliências das respectivas superfícies, as quais entre elas estabelecem
os contactos efectivos. Assimilam-se esses contactos efectivos a facetas
planas e substituem-se as acções desenvolvidas nesse contacto pela
respectiva resultante.

b) as superfícies das saliências que estabelecem os contactos efectivos
são tão lisas quanto permite a estrutura molecular do respectivo material
mas apresentam sempre um certo ângulo de fricção que é caracte-
rístico dos materiais em contacto.

c) quando duas partículas deslizam uma sobre a outra as consequentes
deformações das saliências das respectivas superfícies de contacto

* A elasticidade aqui atribuida ao material que constitui as partículas tem mais o sentido de reversi-
bilidade de deformações com restituição da respectiva energia armazenada (material 100% resiliente)
do que o sentido de proporcionalidade entre tensões e deformações.

50

mantên
nunca
fluêncii

3 _ MODELO I

3.7 - Mecanismc

Com base
consiste o meca
entre saliências.

Considere_s
sistema em equ:
de geratriz norm
fotografias, dum
de relógio, de 7
contraplacado, po
encontram dispost
com as da tábua
simétricos entre si

O ângulo d
metro de fricção,
de fricção molecul

Durante a c
as saliências estab
inclinações das fac
no par da direita.
marem-se obriga a
de deslizamento e,
de 80. Para que n
ser superior a lgo,

Quando o de
at inge Av:Smm (
desloca-se de meE
as saliências são igr



Iç

'srun8r ogs serJugrles sP

enbrod 'yerurou ogócerrp uu tu?qruut a (ururs'(,:(,/^V) epqeru êp as-€colsep
sercugrles sB o4ue olosluoc ep oluod op ogórsod € (€ 'EId) ruru ç = rry e8u4u
'uxg enqgl p opóe1er tue lâ^gru Bnqgq up 'yeurrou oluâruucolsep o opuen|

'olcsluoc op ogóuuqcul ? 'âsslp âs otuoc '9 enb 'o37 e rouedns Jâs

enb ogócug êp oln8ug esse erJâl olueruuzrlsep essâ^noq ogu enb BJsd 'o8 âp
suuede g ogócug ep oynEug o.^rloodsoJ o ênb olsr^ selo â4uâ olueuezrTsep âp
epequedruoce efes sercugrles sep ecrlsgle opóeurro;ep E enb e eEuqo âs-IueJeru
-rxorde e s€nqn s€ ecJoJ ânb pruJou €EJBo €urnp ogáecgde V 'ulloJlp ep rud ou

o8Z - ep e €pJãnbse ep red ou o8Z + ep ogs olceluoc op seleceJ sep segóeuqcut

sy 'uórog elrlcedser B Bpuru elnu opuos. 'o1cu1uoc o ruãtelâqe1se s€Icuglles sg

enb ure olueluolu olcuxe o elueserder Z 'Elg, B 'lerruou ealex B âluBJn(I
'-6 rupcelour ogócu; ep

oln8ug o relueserder opEug else Iuor es-epuqeJd 'o8 ep 9 'ogócug âp oJlelu
-gruoE runp oretu Jod opeurruJãlâp (ssloru s? e4ue ogócrrg ep olnEug g

'IS â4ue SOCI49IUIS
'olrerrp o4no o oprenbse urn 'seJed srop opueruJoJ JoueJur Bnqn €p sB Iuoc

ruslc4uoc JolJedns ?nq91 Bp surcugllss su enb BIIIJoJ Isl ep s4sodsrp ru€JluoJuo

âs ânb surcugrlus s"np ruel unqg1 BpeJ 'seqplue ep oretu Jod 'opeceld?4uoo

ep ssnqçl senp rue sopuxg socJe opueruJoJ '€JnEJ€l ep ruw L ep 'otEgler ep

suloru rod oluou?rrsrJ opez\eeJ segórpuoc s4sãu olepotu runp 'segur8olog

ês-tuquesâJde L e Z 
'sErg su1i1 'oluãruuzr1sâp op ogócerlp p pIrIJou zulere8 ep

€crJpullro ercgredns urel surcugrles se IBnb ou oueld otrqqlnbe Ìuâ eruelsls

urn rod oplnlqsuoc selduns olmtu oleporu run ossr EJBd es-eJâplsuoJ
'sBrcu?rl?s ã4uâ

o^rlceJe olceluoc oyed opueóeuroc 'ogácug ãp ocrlsçIe orusru€cetu o elslsuoc

enb tue oglue es-u[e^ s€p"lnruJoJ âluâruJolJolue seselgdrq seu es?q tuoJ

oqpa{a opoluoJ op owstunary - lt

oSIrsY'M OWSINVCflI^I OC OTIIOOhI - €

's€JnloJ no sâgóucultseld'selcugng

e $pr^ep sre^,sJe^eür sâgó€urJoJâp se oluegod opur8u4e âs Bcunu
'srel;sreleJ s?crlsgle segóeru;ogep ssp sâlrurq sop oJluep âs-Iuglu€Iu

(âluellrser %00I J?uaeE)
-rsJâ^âJ ãp opquâs o st?Í!

olc"luo3 âp SâIJIF

sâluonbesuoJ sB E.n

-olJ€J?c 9 enb ogr

I€rJel€tu.o^Ilcadsar t

so^rlcâJe solcsÌuoJ

qed olculuoJ âssel

sqetBJ B SO^nJeJe I

uleceleqelsâ ssle eI|

orp?rrrJelur rod alu

s€rcu?rl€s s? urerJl

I4o1 BEJ?J ep ârsJ

BJed ope^âlâ âluau

s€np SJlue oluâItr?|-z
'd7s: rl :rqEezral

Brcu?lslseJ p â d

slel e elueJâul sR

es âs 'lBuoIsJuJ et

âJqos €Iun JBssPd

supBsolsep urâJoJ sl

s?p olueluszllsep

sepureE 'su1e aDu;

s? e4ue opóceae

oruslu?câIu urn € i

p1 enb zâ^ slrln

o€ J0IJãJUI nO F



Mas como houve deslizamento o ponto de contacto final não corres-
ponde em cada uma das molas ao ponto de contacto inicial.

Quer dizer, o deslocamento normal Lv/2 desse ponto de contacto da
saliência inferior pode considerar-se a soma vectorial de um deslocamento
elástico Âe, devido à deformação elástica da mola, com um deslocamento Âõ
devido ao deslizamento do ponto de contacto sobre a mola. pode portanto
escrever-se

Âv

2  
: Â e + Â õ

Na Fig. 8 esquematiza-se a mola inferior ampliada. Na configuração
inicial correspondente à Fig. 2 o ponto de contacto esüí representado na Fig. g
pelo ponto 1. Esse ponto de contacto, após a carga normal (Fig. 3), passa
paÍa a posição 2.

o deslocamento l-2:Lv/2:2,5mm, pode porém considerar-se resultante
dum deslocamento elástico 1-1':Âe:3,0mm e dum deslizamento ao longo
da superfície da mola 1'-2 : Âõ:3,5 mm.

Impondo à tábua móvel um deslizamento Au :7 mm da esquerda . para
a direita, mas mantendo constante o afastamento entre as tábuas, o ponto de
contacto entre as molas desloca-i" nu direcção do deslizamento de metade
daquele valor (Ãu/2:3,5mm) e atinge-se a conÍìguração da Fig.4. Na Fig. g

esse deslocamento do ponto de contacto, é representado por 2-3:Ãu/2:3,5mm;
e pode considerar-se a soma vectorial do deslocamento elástico 2-2':Âe:2.5mm
e do deslizamento 2' -3: ^õ : 1,8 mm.

Analogamente a (1), pode pois escrever-se

+ ^ õ

A inclinação das facetas de contacto desceu de *360 para *30o e a
obliquidade da força de contacto inverteu-se passando de. - 8" para + go. No par
direito atinge-se a posição em que se rompe o contacto passando a inclinação
de -360 para -40o.

Prosseguindo o deslizamento com mais Âu:32-7:25mm atinge-se a confi-
guração da Fig.5 em que a inclinação do contacto é reduzida a *11o. Na Fig. g o
deslocamento do ponto de contacto 3-4:Lu/2:12,5mm é a soma vectorial do
deslocamento e lást ico 3-3 ' :Âe=5mm com o desl izamento 3, -4:Âõ:9mm.
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Quando se inicia o deslizamento as saliências deformam-se, variando
portanto as inclinações dos respectivos contactos e a coÌrespondente distribuição
estatística. Nesta nova distribuição deixam praticamente de existir as inclinações
negativas visto que o deslizamento já anulou os contactos em que elas
existiam mas ainda não criou, por ultrapassagem de saliências, novos contactos
negativos em número significativo. Em contrapartida estabeleceram-se novos
contactos com inclinação positiva.

Quando porém o deslizamento atinge o ponto em que algumas saliências,
reagindo elasticamente, invertem a inclinação dos respectivos contactos, conforme
se mostra nas Figs. 5 e 6, inverte-se também o sentido das componentes tangen-
ciais dessas forças e dá-se por consequência uma diminuição brusca da resistência
friccional total e entra-se na fase de deslizamento cinemático.

4 - R E S U M O E C O N C L U S Õ E S

O mecanismo elástico de fricção proposto apoia-se em três hipóteses
principais.

A primeira, de que o contacto entre os dois corpos se faz discretamente
por intermédio das saliências das respectivas superfícies, é de aceitação geral

nas diversas teorizações.

Na segunda admite-se que no contacto entre essas saliências, cuja lisura

é a máxima compatível com a estrutura molecular do material respectivo,
se gera uma resistência friccional traduzida por um ângulo de fricção molecular,
característico dos materiais em contacto. A plastificação do material nos

contactos das saliências não é considerada condição necessária, como acontece

noutras teorizações em que se admite euo, por efeito dessa plastificação,

nesses contactos se desenvolve uma resistência por adesão.

Na terceira admite-se que as saliências das superfícies em contacto
sofrem, por efeito do deslizamento, deformações que se mantêm dentro do
limite de elasticidade, sendo portanto reversíveis.

Com base num modelo físico demonstra-se a cinemática e a estática

do mecanismo elástico de contacto entre duas saliências e conclui-se que:

a) o deslizamento do ponto de contacto entre as saliências pode consi-
derar-se a soma vectorial de duas parcelas: o deslocamento elástico das

saliências e o deslizamento destas uma sobre a outra.
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Fig. 2 - Confíguração no momento em que se estabelece o contacto entre as

saliências, sendo nula a respectiva força.
Fig. 4 - Con!ìgt
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Fig. 3 - Configuraçõo após carga normal e consequente deslocamento de 5 mm.
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Fig. 6 - Limite, após um deslizamento de 35 mm, entre a fase de instabilidade

e a terceira fase, de restituiçõo de energia.
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FiS. 7 - Configuraçõo, após um deslizamento de 50 mm, em que rompe o
contacto do par de saliências da esquerda.
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