O METODO DE PERMEABILIDADE
VARIAVEL NA ANALISE POR
ELEMENTOS FINITOS DOS ESCOA-
MENTOS EM MEIOS POROSOS*

The variable permeability method in the finite element
analysis of seepage

por

RUI CORREIA**

RESUMO - Sdo descritos os fundamentos de um método recentemente proposto para a andlise por
elementos finitos, com malha constante, dos escoamentos ndo confinados em meios porosos. Sdo
apresentados resultados obtidos com a utilizagdo do método, discutem-se procedimentos para melhorar
a sua convergéncia numérica e referem-se alguns aspectos comparativos em relagdo 2 utilizagdo de
métodos de matha variavel.

SYNOPSIS - The fundamentals of a recently proposed method for the finite element analysis, with
constant mesh, of steady unconfined seepage are described. Some results obtained through the use
of the method are presented and some procedures that can be used to improve his convergence
characteristics are discussed. Reference is made to comparative aspects between the method described
and variable mesh methods.

1 — INTRODUCAO

A técnica que primeiro surgiu para a andlise pelo método dos elementos
finitos dos escoamentos permanentes ndo confinados em meios porosos, € que
ainda hoje ¢ a mais correntemente utilizada, ¢ a que se baseia num processo
iterativo em que se alteram em cada passo as coordenadas dos pontos nodais da
malha de elementos correspondente a subdivisdo do dominio, de acordo com um

* Manuscrito recebido em Agosto 1979. A discussdo do trabalho estd aberta durante um periodo
de trés meses.

=+ Engenheiro Civil, Estagidrio para Especialista do LNEC GEOTECNIA 27

95



critério respeitante a satisfagio das condi¢Ges de fronteira na superficie livre.
A utilizagdo desta técnica de malha varidvel, se por um lado permite obter
solugdes para a posi¢cdo da superficie livre com elevado grau de precisdo, espe-
cialmente quando associada ao uso de elementos finitos com fun¢des interpoladoras
ndo lineares, tem no entanto os seguintes inconvenientes:

i) Obriga a resolugdo de um sistema de equagdes numéricas diferente em
cada passo do processo iterativo.

ii) Dificulta o estudo de problemas em que se pretende obter em separado,
mas com a mesma malha, a distribui¢do de pressfes neutras e tensdes num
dado dominio.

iif) Torna-se de dificil aplicagio quando a superficie livre do escoamento
em estudo apresenta grandes inclinagdes em relagdo a horizontal e quando essa
superficie livre intersecta a superficie de contacto entre zonas com um grande
contraste de permeabilidades; essas dificuldades surgem devido A possibilidade
de introdu¢do de grandes distor¢des e/ou interpenetragdes dos elementos ao
longo do processo iterativo e s6 podem ser resolvidas através do uso de uma malha
inicial de elementos criteriosamente escolhida, de factores adequados de variag¢do
da posi¢do dos nés na superficie livre e de um tratamento especial na zona de
intersec¢do da superficie livre com a superficie de percolagdo. Mesmo respeitando
estes condicionalismos € necessdrio nestes casos que a posi¢do estimada inicial
da superficie livre seja j4 suficientemente préxima da posigdo correcta (LNEC, 1977).

O reconhecimento destas dificuldades tem levado a introdugdo das técnicas
de malha constante, sendo precisamente objectivo do presente trabalho a apre-
sentagdo dos fundamentos teéricos, de aspectos relacionados com as caracte-
risticas de convergéncia numérica e de aplicagbes de um método recentemente
proposto por Bathe et al (1979) para a andlise pelo método dos elementos
finitos, com malha constante, dos escoamentos permanentes nio confinados em
meios porosos.

2 - FORMULACAO MATEMATICA DOS PROBLEMAS DE ESCOAMENTOS
PERMANENTES EM MEIOS POROSOS

A equagdo diferencial que descreve o escoamento permanente da dgua através
de um meio poroso totalmente saturado, admitindo a validade da lei de Darcy, € na
auséncia de fluxos impostos no interior do dominio, ¢ (LNEC 1977):
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8 (Kij ALy ) =0 1
dx; ’ dxj - )

G,j=1213)

onde se empregou a conven¢do da soma (0 que sucederd sempre que ndo se
indicar o contrario) e onde x; sdo as coordenadas num referencial ortonormado,
Kj; € o tensor de permeabilidade ¢ H ¢ a cota piezométrica.

H=-—2 +2 2

Y
em que p & a pressdo, y o peso especifico da 4gua e z & a distdncia a um

plano horizontal de referéncia.

. 3K;;
Se o meio for homogéneo(T"'— = 0) e isotropo (Kj = K & ij)
X

m
a expressio (1) reduz-se a:

32 H

N
8Xi 8Xj i 0 3)

G jm=1,23)
ou seja, H é uma fun¢do harmonica.

A fronteira do dominio onde se processa 0 escoamento, no caso da exis-
téncia de superficie livre, divide-se em trés zonas no que diz respeito as condig¢Ges
aos limites impostas: i) zona com cota piezométrica fixada; ii) zona com fluxo
fixado; iii) a superficie livre, de localizagdo desconhecida, na qual se impde
simultaneamente uma condi¢do de fluxo e uma condigﬁo de cota piezométrica.

Cs
Hi Cy C3
z =
Cy Hz
Ca
A PIANIIA >y N AN / N
IMPERMEAVEL
Fig. 1
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Concretizando para o caso plano da Fig. 1, teremos:

H = Hy em C; 4a)
H = H, em C, 4b)
H=1zem C; 4c)
8 H
IJT)—{'_ n; = 0 em C4 4d)
H=1z e
3 H
Kjj —n; = 0 em C; 4e)
ij 8Xj 1

em que n; sdo os cosenos directores da normal ao contorno.

3 - SOLUCAO NUMERICA PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A utilizagdo do método dos elementos finitos para a obten¢do de uma
solugdo numeérica aproximada da equa¢do diferencial (1) conduz, quer utilizando
uma formulag¢do de residuos pesados, quer utilizando uma formulagdo variacional,
a um sistema de equagdes numéricas (Zinckiewicz; 1977):

Rij Hj = 0 5)
aGj =1, ., N)

sendo N o nimero de pontos nodais da discretiza¢do espacial utilizada e H; o valor
da cota piezométrica no ponto nodal j.

Utilizando a formulagdo variacional ou a formulagdo de residuos pesados
correspondente ao método de Galerkin (fung¢des de peso iguais as funges inter-
poladoras) sera:

AN; 8N;

L gv
o) & 9x, 6

]
~
8
B

@ J
(m, n =1,2,3)

em que N; e Nj sdo as fungdes interpoladoras correspondentes respectivamente
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aos pontos nodais i e j e V ¢ o volume do dominio onde se processa o
escoamento.

A condi¢do de fronteira de fluxo estd automaticamente incorporada em
(5) sendo usualmente designada por condicdo natural. A condigdo de fronteira
do tipo cota piezométrica fixada (H = H) é geralmente introduzida através
da adigio de valores muito altos. adequadamente relacionados, na diagonal
principal de R € no vector dos termos independentes, apenas para as linhas
correspondentes aos pontos nodais com cota piezométrica fixada. O sistema de
equagdes (6) transforma-se assim em:

Ry H =Q

7
4,j=1, ... , N)

A resolugdo de (7) permite obter uma solugdo numérica se for conhecido
o dominio onde se processa o escoamento. Como ja se referiu, no caso dos
escoamentos nio confinados esse dominio ndo é inicialmente conhecido, ji& que
constitui também incégnita do problema a localizagdo da superficie livre. Para
a resolugio destes escoamentos pelo método dos elementos finitos existem
fundamentalmente dois tipos de procedimentos: os de malha varidvel € os de
malha constante.

Os procedimentos de malha varidvel baseiam-se sempre em arbitrar uma
posi¢do inicial para a superficie livre ¢ impor ai ou a condi¢do de cota piezo-
métrica fixada ou a condigdo de fluxo nulo. Utilizando uma malha inicial
para o dominio definido por essa posi¢do arbitrada da superficie livre obtém-se
uma solugio que permite verificar se a condi¢do de fronteira ndo imposta € ou
ndo também satisfeita nos pontos nodais sobre a superficie livre ajustando-se
entio as coordenadas desses pontos nodais em func¢do do erro correspondente
4 condi¢do ndo imposta.

A alteragdo das coordenadas dos pontos nodais sobre a superficie livre (e
geralmente também as de outros pontos, por forma a permitir uma deformacéio
global do conjunto dos elementos) d4 lugar a uma malha com a qual se obtém
uma nova solugdo, prosseguindo o processo iterativo até que os erros correspon-
dentes a condigdo de fronteira ndo imposta sejam considerados suficientemente
pequenos (Finn; 1967) (Neuman et al; 1970) (France et al; 1971).
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Como ¢ 6bvio a utilizagdo desta técnica de malha varidvel conduz a uma
alteracdo da matriz Rij em cada iteracdo, obrigando pois 4 resolugdo de um
sistema de equagdes diferente em cada passo.

Por outro lado, nos procedimentos de matha constante, todo o dominio
susceptivel de estar interessado no escoamento é subdividido em elementos com
uma malha que permanece invaridvel ao longo de um processo iterativo em que
se procura garantir que a superficie H=z encontrada para a solugdo correspon-
dente a um determinado passo obedega A condig¢do de fronteira natural.

O procedimento de malha constante que primeiro surgiu foi proposto por
Desai (1976) e consiste sumariamente em: i) efectuar um primeiro célculo e obter
a superficie H=z correspondente a solu¢do obtida; ii) calcular os fluxos que
atravessam essa superficie de pressdo nula e discretizd-los nos pontos nodais
dos elementos intersectados; iii) obter uma nova solugdo, mais aproximada, atra-
vés da introducdo dos fluxos discretizados, com o sinal contrario, como fluxos
internos impostos;iv) prosseguir iterativamente até que a diferenca entre duas
solugcbes consecutivas seja considerada suficientemente pequena.

Uma vez que ndo h4 alteragdo nem na geometria da malha nem nas
caracteristicas dos elementos a matriz 'Rij (7) permanece sempre a mesma ao
longo do processo iterativo, 0 que permite uma acentuada economia nos tempos
de computagdo requeridos.

4 — O METODO DE PERMEABILIDADE VARIAVEL

Recentemente foi proposto por Bathe er a/ (1979) um novo procedimento
para a andlise por elementos finitos com malha constante dos escoamentos nio
confinados. Este procedimento baseia-se na introdugdo, em todo o dominio
susceptivel de estar interessado no escoamento, de uma relagdo de dependéncia
entre as caracteristicas de permeabilidade do meio e a cota piezométrica,
relagdo essa que se define do seguinte modo: se a pressio na agua for negativa
(H<z) a permeabilidade do meio é considerada nula (Kj;=0), e se a pressdo for
positiva ou nula (H=z) a permeabilidade do meio assume o valor real.

E possivel assim satisfazer (em termos médios) a condi¢do de fronteira
natural na superficie H=z uma vez que esta passa a constituir contorno de uma
zona impermedvel. Uma vez que o tensor de permeabilidade é dependente da
cota piezométrica também o serd, como se deduz de (6), a matriz Rij correspon-
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dente & malha de elementos para a resolu¢io de um determinado problema.
E-se assim conduzido a um problema ndo linear do tipo:

Ry (Hy H; = Q ‘ 8)
G, k=1,..,N)

Para esta classe de problemas nfo lineares & possivel implementar um
esquema resolutivo por iteragio directa (Zinckiewicz; 1977) para o qual a solugdo
correspondente a um passo genérico de ordem m, H{™, ¢ obtida através de:

@D HM =g

9
Q=1 ., N) )
em que R{™D ¢ a matriz global correspondente a solugdo H{™-D,

Neste tipo de processo iterativo torna-se necessdrio resolver um novo
sistema de equacdes em cada passo, pelo que se torna geralmente mais eficiente
a utilizagdo de um esquema resolutivo naseado no algoritmo de Newton-Raphson
modificado (Zinckiewicz; 1977) fazendo com que as incégnitas num passo
genérico (m) do processo iterativo sejam as variagbes de cota piezométrica.

AH; (m) :Hj(m) - H; (m-1) 10)
calculadas a partir de:

Ri©@ AH™ =Q; - Ry™D Hk(m'l)) 11)

Qi k=1, .., N)

e prosseguindo iterativamente até que os valores de AH; sejam suficientemente
pequenos de acordo com algum critério.

Na Fig. 2 representa-se esquematicamente o funcionamento deste esquema
resolutivo, podendo-se verificar que a matriz actualizada R;™D ¢ utilizada
apenas para calcular os fluxos ndo equilibrados correspondentes 4 solugdo Hj(m‘l),
€ que se recorre sempre’ & matriz Rij(O) correspondente 4 solugdo inicial Hj(o)
para calcular os acréscimos da cota piezométrica em cada passo.

A determinacdo da matriz _R-lj correspondente a uma certa solu¢do H; pode
ser facilmente conseguida se for utilizado, como ¢é wusual, um ésquema de
integragdo numeérica por.pontos (quadratura de Gauss) no calculo dos integrais
envolvidos na expressdo (6). BastarA com efeito determinar os valores dos

101



Q=Q . /
—

-0, (m)
/ Rij AH;

=(m-1) (m-1)

[l ]
(m
AH;j

0 1 ] :
Q)] Hgm )Hj(m H

Fig. 2

coeficientes de permeabilidade K, nos pontos de integracdo numérica de cada
elemento de acordo com os valores da cota piezométrica nesses pontos e
atendendo a dependéncia K, (H) atras definida. Utilizando esta técnica resulta
necessariamente que quanto maior for o nuimero de pontos de integracdo
numérica nos elementos atravessados pela superficie H =z maior serd a precisdo
obtida, embora aumente o tempo de computag¢do requerido.

Em certos casos é conveniente utilizar uma forma modificada da expressdo
(10) com vista a acelerar e/ou garantir a convergéncia do ‘processo iterativo.
Uma das formaé possiveis consiste em fazer:

Hj(m) = Hj m1) 4 g AHj(m)
12)
G=1, .. , N)

em que o & um factor de aceleragio de convergéncia e os valores AH;™
continuam a ser calculados através de (11).
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5 — EXEMPLOS DE APLICACAO

Apresentam-se seguidamente dois exemplos de aplicagdo a casos planos
do método de permeabilidade varidvel, cujas principais caracteristicas acabam
de ser apresentadas.

Para a obteng¢do das solugdes numéricas respectivas elaborou-se um pro-
grama de cdlculo automAatico cujas principais caracteristicas sdo:

i) Utiliza elementos planos isoparamétricos quadrangulares de oito nés.

ii) Recorre-se a4 técnica iterativa definida pelas expressdes (11) e (12).

iii) O critério de convergéncia adoptado consiste em verificar:

A Hj(m)Se

=1 .., N)

iv) E possivel distinguir entre elementos “lineares” e “ndo lineares”, ou
seja, entre os elementos para os quais as contribui¢Ges para a formagdo da matriz
R;; se mantém constantes ao longo do processo iterativo, e os elementos suscep-
tiveis de ser intersectados pela superficie H=z ¢ para os quais portanto ha
possibilidades de altera¢do dessas contribuicdes.

O primeiro exemplo diz respeito ao escoamento através de uma barragem
homogénea e isotrépica de paramentos verticais representada na Fig. 3, tendo
sido utilizada a malha fixa de eclementos finitos representada na Fig. 4.

A resolugiio deste exemplo foi aproveitada para verificar a influéncia na
solugdo obtida ¢ no numero de iteragdes necessdrio para a obter dos dois
seguintes factores: i) numero de pontos de integragdo numérica (NG) utili-
zados nos elementos “ndo lineares”; ii) utilizacdo de aceleradores de conver-
géncia. No que diz respeito ao primeiro efectuaram-se célculos para NG =9
e NG=25 e no que diz respeito ao segundo efectuaram-se calculos para
a=1,0¢ a=1,5.

Realizaram-se entdo 4 calculos distintos com as seguintes caracteristicas:

— Calculo I - NG=9, a=1,0
— Calculo II — NG =25, a=1,0
— Célculo III - NG=9, a=1,5
— Calculo IV — NG =25, a=1,5

sendo em todos eles &£=0,01 m.
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Os resultados obtidos em termos de posi¢do da superficie livre sido
praticamente coincidentes para os 4 calculos, e apresentam-se sob forma grafica
na Fig. 3, onde também se representam os resultados para o0 mesmo exemplo
obtidos através de um procedimento de malha varidvel (LNEC; 1977), consta-
tando-se uma excelente concordincia. O numero de iteragGes necessario para
satisfazer o critério de convergéncia adoptado foi 10 para o calculo I, 8 para
o calculo II, 7 para o céalculo III e 6 para o cédlculo IV.

Verifica-se pois que o uso de um numero mais elevado de pontos de
integragdo numeérica nos elementos “ndo lineares” e o recurso a factores de acele-
ragdo de convergéncia convenientemente escolhidos se traduzem numa efectiva
diminui¢do do numero de iteragdes necessario para se obter uma dada precisdo.

O segundo exemplo diz respeito ao escoamento através de uma barragem de
perfil homogéneo e isotrépico com paramento de montante parabolico e filtro
horizontal a jusante, representada na Fig. 5, tendo sido utilizada a malha fixa
de elementos representada na Fig. 6.

Para a obten¢do da solu¢gdo numérica correspondente a este exemplo
considerou-se NG =25, a=1,0 e €=0,10.

Os resultados obtidos, em termos de localiza¢do da superficie livre, e con-
seguidos apés 7 itera¢des, sdo apresentados sob forma grafica na Fig. 5, onde
igualmente se representa uma solu¢do obtida para o mesmo problema por um
método da malha variavel (LNEC; 1977) e que coincide praticamente com a
solugdo teorica.

——— MACLHA VARIAVEL ( LNEC;1977)

[o] MALHA FIXA

LN

{MPERMEAVEL

- SRR LAt WL T N
AR S e T O ST

Fig. 5
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A andlise destes resultados evidencia que mesmo em problemas como o
deste exemplo, em que existe uma larga zona de superficie livre com incli-
nacdes muito grandes em relagdo 4 horizontal, ¢ possivel obterem-se solugdes
com razoavel precisdo (e através de um numero reduzido de iteragdes) ainda
que a malha utilizada seja relativamente grosseira. A resolug¢do deste tipo de
problemas & possivel através de métodos de malha varidvel, mas, como ja se
referiu, torna-se necessirio obedecer a um certo nimero de condicionalismos
na escolha da malha inicial, o que se traduz numa redugio da flexibilidade
da utilizacdo. E particularmente desvantajosa a circunstincia de geralmente ser
necessario recorrer a malhas iniciais diferentes quando num problema como
o deste exemplo se pretendem as solugdes correspondentes a vdrias relagdes
entre os valores da permeabilidade horizontal e vertical.

6 — CONCLUSOES

Do que atras ficou exposto, e dos resultados dos dois exemplos, é possivel
concluir-se que 0 método de permeabilidade varidvel para o estudo dos escoa-
mentos permanentes em meios porosos por elementos finitos com malha
constante, especialmente quando associado a técnicas iterativas baseadas no
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algoritmo de Newton-Raphson modificado, constitui uma alternativa vantajosa
(tanto em versatilidade como em economia) relativamente aos métodos de
malha variavel.

Foi também possivel evidenciar que as caracteristicas de convergéncia
do método podem ser melhoradas através do uso de valores adequados quer
para o numero de pontos de integragdo numérica nos elementos quer para oS
factores de aceleragdo de convergéncia.
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