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Concretizando para o caso plano da Fig. l, teremos:

H : H r e m C l

H : H z e m C 2

H : z e m C 3

ô H
Kii 

Oxi 
ni : 0 em C4

H : z  e

ô H
Kii :-ni : 0 em C5- '  dx i

em que n1 são os cosenos directores da normal ao contomo.
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3 - SOLUçÃO NUVÍÉRrCA PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FTNTTOS

A utilização do método dos elementos finitos paÍa a obtenção de uma
solução numérica aproximada da equação diferencial (1) conduz, quer utilizando
uma formulação de resíduos pesados, quer utilizando uma formulação variacional,
a um sistema de equações numéricas (Zinckiewicz; 1977):

R i i  q  = o  
5 )

( i ,  j ,  :  1,  . . . ,  N)

sendo N o número de pontos nodais da discretização espacial utilizada e I{; o valor
da cota piezométrica no ponto nodal j.

Utilizando a formulação variacional ou a formulação de resíduos pesados
correspondente ao método de Galerkin (funções de peso iguais às funções inter-
poladoras) será:

Rij K-o j\ ?\ ou 6)ôx- ôxn
V

( i , j : 1 , . . . , N )

( m , n : 1 , 2 , 3 )

em que Nt e \ são as funções interpoladoras correspondentes respectivamente
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Como é óbvio a utilização desta técnica de malha variável conduz a uma
alteração da matriz R.13 em cada iteragão, obrigando pois à resolução de um
sistema de equações diferente em cada passo.

Por outro lado, nos procedimentos de malha constante, todo o domínio
susceptível de estar interessado no escoamento é subdividido em elementos com
uma malha que perÍnanece invariável ao longo de um processo iterativo em que

se procura garantir que a superfície H: z encontrada para a solução correspon-
dente a um determinado passo obedeça à condição de fronteira natural.

O procedimento de malha constante que primeiro surgiu foi proposto por

Desai (1976) e consiste sumariamente em: i) efectuar um primeiro cálculo e obter
a superfície H: z correspondente à solução obtida; ii) calcular os fluxos que

atravessam essa superfície de pressão nula e discretizá-los nos pontos nodais
dos elementos intersectados; iii) obter uma nova solução, mais aproximada, atra-
vés da introdução dos fluxos discretizados, com o sinal contrário, como fluxos
internos impostos;iv) prosseguir iterativamente até que a diferença entre duas
soluções consecutivas seja considerada suficientemente pequena.

Uma vez que não há alteração nem na geometria da malha nem nas
características dos elementos a maftiz Rij (7) pennanece sempre a mesma ao
longo do processo iterativo, o que permite uma acentuada economia nos tempos
de computação requeridos.

4 _ O MÉTODO DE PERMEABILIDADE VARIÁVEL

Recentemente foi proposto por Bathe et al (1979) um novo procedimento
para a análise por elementos finitos com malha constante dos escoamentos não
confinados. Este procedimento baseia-se na introdução, em todo o domínio
susceptível de estar interessado no escoamento, de uma relação de dependência
entre as características de permeabilidade do meio e a cota piezométrica,

relação essa que se define do seguinte modo: se a pressão na água for negativa
(H(z) a permeabilidade do meio é considerada nula (K;i:0), e se a pressão for
positiva ou nula (H>z) a permeabilidade do meio assume o valor real.

É possível assim satisfazer (em termos médios) a condição de fronteira
natural na superfície H : z uma yez que esta passa a constituir contorno de uma
zona impermeável. uma vez que o tensor de permeabilidade é dependente da
cota piezométrica também o será, como se deduz de (6), a matnz R1; correspon-

100

dente à malh
É-se assim co

Ri: (HJ

(i, i, k

Para es
esquema resol
correspondent,

RUtm-t1

( t '  i : 1 ,

em eue R,t--t

Neste I

sistema de eq

a utilização dr

modiÍìcado (;

genérico (m)

^l

calculadas a ç

e prosseguind

pequenos de i

Na Fig.

resolutivo, po

apenas para cÍ

e que se rec(

para calcular r

A deter

ser facilmentt

integração nur

envolvidos na

rtij,

( l



(II

I0Ì

sop seJole^ so J?urruJâlep olrâJê ruoc gJslspg '(9) ogsserdxâ Bu sopr^lo^ue

sterEelur sop o1nclgc ou (ssneg âp €JnleJpenb) soluod'rod .ecugrunu opáurEelur

ep eruenbse run '1ensn g oruoc 'opez111n JoJ es eprnSesuoc âluerulrc€J Jes

epod fg ogónlos e1Jar Brun e eluepuodsêJroc ttg zululu up opSuunurolâp V
'ossed epuc ruâ Bcr4?ruo2e:d. uloc Bp sourcs?Jce so Jelnclec Eted

16;h tetcpl ogán1os p eluapuodsâJJoc (0)[U zul€Iu p.erdrues âJJocâJ âs ânb e
'(t-*)h ogónyos p seluepuodsoJJoc sop?Jqlgnbe ogu soxng so Jelnclec urud seuedu

Bpszpln ? (r--l[è upezllvrqle zqeat e enb Jscuuâ^ es-opuepod 'olrlnloser

eruenbse qsop oluetuuuolcunJ o olueruecrluruenbse es-elueserder 7 
'3rg e1q

'orJglrJc unEp ruoc opJoce ep souenbed

eluâIuoluãrcgns ureles hV .p seJole^ so enb ?l? eluerrre^r]€Jâlr opumEessord a

(N' "' 'I:rl 'f'I)

(11-to;ìH (r-*)ìlè) - lO: t*lhv tott!è

:ep rrgud B sepelnclec

(ot (r--) h - t*rh: tut hv
'ecrr1gruozârd eloc ep segSuuer se ruefes o^rleJelr ossecord op (ur) ocugueE
os$sed urrrnu sqruEgcur su enb tuoc opuâzeJ (LL6I izumat4tutT) opucgrporu
uosqdell-uolÀ\eN ep ourluoEp ou opeeseu o^qnloseJ uruenbse tun ep ogóezqpn e
eluolcge sIBIU eluetulereE eurol es anb oyed 'ossed €psc ruâ segóunbe op "uelsrs
o^ou run Jâ^loseJ orJçssâceu es-?ruol o^rleJâlr ossecoJd ep odrl e1se51

'tr-*fH ogón1os p eluepuodseuoc leqop zrnaat e ç tr-*ïÈ anb rue

(6 
(N ' "' 'I: ! 'l)

IÒ : t-th 
.(r-*)[è

:âp s?^?48 ?ppqo ?,g-fH 'ru urâpro ep ocugueE oss?d run e eluepuodseuoc
ogón1os e lenb o ered (726y izlr'mal\ru,tz) qJerlp oglutalt rod ol4nlosal "tuenbse
Iun Jquerueldrur lelyssod g sereeull ogu serrrâ1qord ep ess?lc "lsâ eJ"d

-uodserroc Í!ì

ep eluapuada

Brun âp oruot

BJIeluo{ ep I
'leeJ JOIe^ c

rog ogsserd e

el4eãeu ro3 r
'eclrlguozard

ercugpuedâp i
oruJruop o o

ogu solusrtreo

olueurrpecord

sodurel sou Er

o? Sruseltr 3

s?u rueu BqF

senp erlua e5

soxnu ouroJ'
-et1u 'upuurxo

sr€pou soluod

enb soxng so

Jâlqo e olnslF

rod olsodord r
'lerml

-uodseuoc op{

enb ura olnurr

Iuoc soluâEâIi

oruIluop o oP

tun âp op6nJo

ulun ? znpuoJ

(8

'eurelqord

(N'"''I:{'f'l)

r0:hfls;lrg

:od4 op Jeâurl ogu eruelqord tun e oprznpuoc turssu os-g
op"euruuâlep wn ep ogánloser e uir"d soluetuele op €ql?ru p eluep





t0r

'tu 10'0:3 selê sopol lue opues

S'I:p 'SZ:CN - ^I olnclgJ -

S'I:n '6:gN - IJI olnrlgJ -

0'I : n 'sz = cN - II olnclgJ -

O'I:n '6:cN - I oln I93 -

:secllslJel3eJec selurnães s? rrroo soluqsrp so1nclgc I oglue es-Iu"JuzlIBâU

Brud sopcrgc es-ru'renrcege opuntes o€ olredser zry enb "J"'::;-igF:

6:CN ured solncpo âs-rrr€JunlcâJâ oJrârrrrJd ou olredsêJ zlp onb oN'e1cu9ã
-Je^uoc âp sâJopeJelocs âp ogSezqtln (rr l*serusurl ogu, soluetuâlâ sou sop?z
-Illn (C$ BrrJ?rrnu ogSur8elur ep soluod op oJâIur,Ìu (l :sero1ce3 sâlIIInEes

srop sop Jelqo e ured oggsseceu segóure1l ep oJâruqu ou e Bpllqo ogón1os
su €rcuenlJur u JBoUTJâ^ e.red ep4ralordu rog oldursxe alsep ogónloser y
'n 'Etg uu upqueserder solluu solueruele ep exu. "qlBIIr e epezllpn opls

opuel 'g 'Erg uu epqueserdar sruolue^ solueurered ep uctdgrlost e ueug8ouroq

rueEeueq urrrn op s?^e4u oluâruuocse oe olredser ztp oldurexe orteuud g
'segSmquluoc s?ssop ogóure1p ep sepeplpqtssod

grl olu?uod srenb so ered e z: H erclyãdns BIed sopelcesJelul Jâs âp slâ^Il
-decsns solueruele so e 'oarleJelr ossecord op oEuol o€ seluelsuoc rugluuur es la

zrJluru up ogóeuuo; e ered segórnquluoc se slenb so ered solueruele so e4ue 'uÍes

no ',,seJBeuII ogu, â (seJ?âuII,, sotueruâlâ erlue rln8upstp lellssod g (rr1

(N'"''I:D

s51-vhv

:JecUFe^ uro âlslsuoc opeldopu ercugEraauoc ep ougluc a (ttt
'(eD e (11) segsserdxe seled BpruUOp ?^rl€Joll Bclucgl p âs-eJroceg (r
'sgu ollo ep serulnEuerpunb soculgureredost soueyd soluoruelâ ez1lln (l

:ogs secllsFolceluc sludtculrd sefnc ocllglrlolne olnclgc ep eruerE
-ord urn es-noJoqelo su,rrlcedser sscu?runu ssgón1os sep ogóuelqo B eJ€d

'sepqueserdB Jes eP

ruequce s?cllsFelJeJ"c sredrcuud sefnc '1errg1re^ ep"pqlqeeur:ed ep opol?tu op

soueld sosec e ogSeclde ep soldurexe slop elueruepm8es es-urelueserdy

oYÓvJrrdv ao so'Idl^taxs - s

(zr

1*yhv sarop

'o^rlBJelr ossi

ogsserdxa up

ogsrcerd e gr:

ogóerEelur a1

4lnsâJ BcruJ?

â soluod ses

?p"c ep mu?

H



uaLga venrÁvEl ( t Ìtt[ : tg77)

o MALHA FIXA

Os resr
praticamente r
na Fig. 3, on,
obtidos atravé
tando-se uma
satisfazer o cr
o cálculo II, 7

Verifica-
integração nur
ração de conr
diminuição do

O segun
perfil homogé
horizontal a j

de elementos

Para a
considerou-se

Os resul
seguidos após
igualmente se
método da m
solução teórici

O  1  2  3  4 m
tr--r*::=--i::

Fig. 4

r04







l0l

'il,6l 'JIrH-1r\BjC cI I ',,eruâIcs Euueâul8uã ul poqlâu luâIrralâ âlruu ãqI, - f,'O 
'Zf,IÀ\ãI)JNIZ

'9L61 'ü 'Io^ 'ãuuâeut8uã uI spoqlst{ IecuâunN

roJ IsuJnof 
'1u1 ',,nog pâuuuoJun JoJ sâruãqâs FnpIsãJ luâInâI3 âllulc" - 's'J 'IVSSC

'0L6I 't 
o'u 

'9 'lo^ 'qcreesâU sâcJnosâU Jâ13Â\ '.âcúyns aar3 e qlm eSedees

Ápeqs SursÁpu€ Jo poqlâu tuâIuelo âllulc, - v'd 
'NOOdSUEHJIÂ\ :'d S 

'tlwnaru

'tL6I'?oqsl'J'fz0ç/9Ilçç'tord

orJgl?lâU '.soltuu soluãIuãle sop opol?tu olod soso.tod solâI! Irra sãluouutu

-rod sotuâru?ocsâ sop opqsg,, - 'II^If, VIUVHNECNã ACI IVNOIf,VN OIUQMOSV'I
'It6I 'IdI 

o'u
'g)SV 'uoIsr^IC â8?ulerc pu€ uoIlBEurI âql Jo l?urnof 

'*súâlqoJd âceJrns

ââ{ Jo slsÍl?u? IecrrâIunN,, - 'C 'àO'IÀVI : l f 
'SUãlaa : f'l 'HìãUYd :'1!\'d 'AJNVUd

'1961 '9 
WS o u 'llfSV 'uolsrÀt6 uollspunod pu"

stru€qcâni IIoS Jo IBuJnoI 
'.,sruep qEnoJIÌl â8sdêãs Jo sls-il?ue lueu]âle âllulC" - ''I'Â\ 'NNId

'61óI 'I.o'u '€ 'lof - ssluBqsã(üo3D

ur spoqlâW IeJIIÍl€uY prr? lsclJârunN JoJ Isruno[ 
'lul - íuotleJell gsârrJ

lnoqtra srsÍl?uu âceJrns ãâJJ luâurâlâ âllull. - u y[ 'uvvJjIocHSoFDt : I ') 'gHJVg

svf, rJYucoI'ISIS SVISNgàIIdAU

'etcug8reauoc ep opóere1âce ep soJolseJ

so EJed renb solueruê1o sou €clJqlunu opserEalur ap soluod ep oJeluqu o ?Jed

renb sopunbãpe seJols^ ep osn op s?^BJIP sspsJot{latu res uepod opo}?lu op

ercugEreluoc âp sssllsqellareJ se enb relcuapllre lallssod tuqqlusl Iod
'le^9IJ?^ €qpru

âp sopol?tu soe eluelus^IleleJ (etuouoca tue oluoJ âp?pqqesJã^ rue o1ue1)

ssofeluu^ €^lleuJell€ €Iun Inlllsuoc 'opecgrpou uosqdug-uo1^\âN op ou41.toEp

ou sepBâseq

Br{lBru ruoJ
-ao?se sop ol

lelyssod 9'so

segóe1er suFr

oluoc ?uãlq(

Jes quâurlsJ:

epBplrqrxeu

solusrlauorJrp

es gf ouor

ep odrl asal

epun (sag5e.r

segán1os as-c
-rlcur uIoJ 3

o oluoc sSIu

-t:
uol e I ì

=




