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RESUMO- Este trabalho analisa, de uma maneira gerai o problema da anisg
tropia das rochas e dos macigos rochosos, tratando em particular, da aplica
G8o de quér‘ticas fechadas ao estudo da anisotropia espacial dos mddulos de
elasticidade e das tensdes de rotura por compress8o uniaxial. Enunciam-se

as 4 hipdteses do método propostq resultantes dos valores experimentais ob
tidos ao longo de 13 anos, e que conduzem & definicio de uma lei espacial, ti
po quér‘tica fechada, para tradug8io da anisotropia dos mdédulos de elasticida-
de e das tensdes de rotura. Definem-se 4 coeficientes de anisotropia: mas-
sa, superficie, total e maxima, que caracterizam os diversos tipos de aniso
tropia ligados as propriedades intrihsecas das rochas e dos macigos rochosos.
Particulariza-se o método proposto a rochas e macigos rochosos sem,‘ com

uma e com duas orientag¢des preferenciais, sendo apresentado para cada um

(x) - Extracto da Il Parte do trabalho apresentado como tese ao concurso

para obtengdo do grau de Investigador no Laboratdrio Nacional de En
genharia Civil (LNEC), 1977, -

(**) - Investigador do LLNEC.
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destes 3 casos, nSo sé o tratamento estatistico necessdrio & obtengSo das
4 . . - . = . .

quarticas mais pr‘ova’vels definidoras das anisotropias, como também um exem

plo concreto.

SYNOPSIS - This work analyses the problem of the anisotropy of rocks and
rock masses in general terms, and deals more particularly with the application
of closed quartics to the study of the spatial anisotropy of the moduli of
elasticity and of ultimate strengths under uniaxial compression., The four
hypotheses on which the method is based are indicated, which resulted from
experimental values obtained through 13 years and lead to the definition of
a spatial law, of the closed quartics type, to reproduce the anisotropy of
the moduli of elasticity and of the ultimate strengths. Four anisotropy coe
fficients are defined, namely, those concerning mass, surface, total or ma
ximum anisotropies, which characterize the different types of anisotropy
dependent on the intrinsic properties of rock masses, The method proposed
is described in detail for the three following cases: rocks and rock masses,
with one preferencial orientation, with two, and with none. For each case
both the statistical processing required for obtaining the most probable quar

tics that define anisotropies, and a specific example are presented.

1 - INTRODUCAO

A Mecénica das Rochas, organizada como ciéncia hd pouco mais de
vinte anos, procura no momento actual concentrar os seus esforgos em
dois grandes temas necessdrios ao seu cabal desenvolvimento e ao seu
interesse como ciéncia aplicada: o estudo da anisotropia das caractem'§
ticas consideradas principais das rochas e dos macigos rochosos e oes
tudo da influéncia do efeito de escala, quer o de natureza geométrica
quér o de natureza temporal, nessas mesmas caracteristicas, conheci-
mento este sem o qual qualquer tentativa de correlago entre as pro
priedades das rochas e dos macigos rochosos serd sempre de resulta-
dos duvidosos.

Os objectivos finais de todo o esforgo dispendido na melhor utili

zag80 da Meclnica das Rochas ao servigo da humanidade s#%o, sem dlvi
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da, um conhecimento mais correcto da seguranga das grandes obras e
um dispéndio mais racional da sua construgdo; contudo, estes dois objec
tivos nlilo poder8o ser atingidos sem que os dois temas enunciados se-
jam suficientemente compreendidos e dissecados, cada um por si e nas
suas .interligagdes.

O trabalho que se apresenta procura, de alguma forma, contri-
buir para um melhor conhecimento e divulgag8io do primeiro tema enun-
ciado, sem contudo se deixar de considerar o segundo como matéria re

levante e actual,

2 - METODO PROPOSTO

No que se segue v8o expdr-se os passos que levaram & concreti
zag¥o de um método, baseado em resuitados experimentais, cuja finali
dade é a obtengdo de uma lei que caracterize as anisotropias espaciais
dos mddulos de elasticidade e das tensBes de rotura, das rochas e dos
macigos rochosos, por via estatistica, e de forma a que a lei a que
se chegue seja, para os casos malis correntes, o mais geral possivel.
O emprego de computador tornard rdpidos e simples os diversos célcu

los necessdrios & obtengSo das leis procuradas.

2.1 Hipdteses experimentais do método

Os primeiros estudos foram realizados em rochas provenientes
de macigos rochosos sem orientagdes preferenciais, de origem enddge
na, nomeadamente, granitos. Para estas rochas, as anisotropias em
causa foram muito satisfatoriamente definidas por leis espaciais, tra
duzidas por express8es do ZQ.V grau, tipo elipsdide. Os coeficientes de
variag8o encontrados em relag8io aos valores experimentais e tedricos
correspondentes, raramente atingiam os 10 %, o que prova o bom ajhg
te entre os mesmos, em face da precisfo conseguida com os métodos

experimentais n8io ser, regra geral, inferior 3quele coeficiente.
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Dado o bom resultado conseguido com este tipo de rochas, pro
curou estender-se o método as rochas provenientes de macigos rocho
sos com orientagdes preferenciais, de origem sedimentar ou metamdn.
fica, nomeadamente,a Xistos e gnaisses. Para estas rochas, a expe-
ridncia mostrou que a superficie tipo elipsdide nfo define bem as aniso
tropias em estudo, pelo que seria necessaria a procura de uma lei mais
geral que admitisse, como caso particular, a lei j& encontrada para o
primeiro tipo de rochas estudado. A procura dessa lei, pressupunha o

enunciado de algumas hipdteses baseadas na experiéncia colhida e nos

conhecimentos existentes, de forma a que a sua express8o definidora
fosse o mais simples possivel, sem prejuizo de uma boa concordéncia

entre os resultados experimentais e tedricos.

Sabe-~-se que a anisotropia de deformabilidade dos cristais, na

sua forma mais complexa, é definida por superficies fechadas do 82

grau, e que as rochas e também os macigos rochosos, para além da
sua compartimentag8o, s#o constituidos por cristais de diferentes es

[N . . - . »
pecies, em geral aleatoriamente orientados e cristalizando em sistemas

cujas anisotropias de deformabilidade podem ser definidas por superfi-
cies fechadas do 22. e do 82, graus; tem-se constatado que a orien

tag8o aleatdria dos cristais tende a minimizar a influéncia da anisotro

pia, tudo fazendo prever gue nas rochas e, por extrapolag8io, nos ma
cigos rochosos, o grau da superficie fechada, definidora da anisotro-

pia, seja inferior a oito. E de salientar que & medida que a orienta

G830 dos cristais vai perdendo a sua aleatoriedade, como sucede em mui
tas rochas sedimentares e metamérficas, as superficies representati

vas das anisotropias em estudo se v8o0 tornando mais complexas. Né&o

sendo de considerar superficies fechadas do 62. grau, por quest8es de
simetria que adiante se exp8em, resta considerar superficies fechadas
do 42, grau que na sua forma geral apresentam, no méximo, 35 ter-
mos de grau n8o superior a 4, incluindo o termo independente, cujos

coeficientes podem ser positivos, negativos ou nulos, e sintetizados na
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express8o:

4
ijk_ -
z aijk xXyz =0 com i+j+kg4s (1)
i), k=0

14 -
Serd esta a 12, hipétese formulada, as superficies de anisotro

pia serem definidas por express8es do 42, grau.

No quadro | apresenta-se uma tdbua dos coeficientes ou da mul
tiplicag8io que permite, pelo cruzamento de linhas e colunas, saber o
coeficiente que afecta o produto das incdgnitas ligadas as linhas e co
lunas em causa; nesta tdbua hd repetigfio de coeficientes mas n8o omis
s8o.,

Admite-se, como segunda hipdtese, que a superficie fechada re
presentativa das anisotropias em causa, seja simétrica em relag8io aos
eixos e aos planos coordenados de um sistema triortogonal de referén

cia, o que implica que a sua equa

QUADRO 1
¢80 da definigdio em relag8io a es tdbua dos coeficientes
se sistema apenas contenha ter ou de muttiplicag&o
mos pares em relag8o as trés x2 | y2 |22 [ xy|xz|yz|x |y |z
varidveis, ou, por outras pala- l+lx|ele|oe|e|e]|e]s
vras, que a equacg8o seja uma vl x|+ e|etleletele
funglio par; esta hipdtese permi 2| e sl .. . T,

te anular no quadro | os coefi-
Xy . . . X . ) . . .

cientes assinalados com um pon
XZ| o . . . e . . . .

to. Pode considerar-se vdlida es

, yz . . . . . f . 3 .
ta hipotese desde que os volu-

mes das amostras interessados

nos ensaios sejam representati-

r 4 . e L] L] . . . . C

vos da rocha ou do macigo ro-

choso, relegando para segundo plano quaisquer efeitos de escala devi-
dos, nomeadamente, a familias de fissuras ou diaclases insuficiente-

mente representadas nas amostras, a zonas de amostras diferencia-
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das do material e cujos volumes ou localizag8o interfiram significativa-
mente nos resultados, ou a falhas ou diaclases isoladas que tenham in
fluéncia localizada.

A terceira hipdtese considera que planos normais em relagio a
um dos eixos de simetria, por exemplo, o eixo OZ, cortem a superf/
cie de anisotropia segundo elipses ou circunferéncias, o que leva a anu
lag8o do coeficiente do termo ><2y2 assinalado com o sinal X, Esta hi
pdtese tem sido verificada praticamente na totalidade dos ensaios rea
lizados no LNEC, sendo as poucas excepgdes, muito provavelmente de
vidas a algumas das anomalias indicadas a quando da andlise da hipdte-
se anterior. Em relaglio a rochas sem orientagdes preferenciais e, pre
sumivelmente, em relagio a macigos rochosos da mesma natureza, a hi
pdtese formulada tem-se mostrado muito satisfatdria; no que se refe
re a rochas ou macigos rochosos com uma orientag8io preferencial, o
eixo OZ deverd ser normal a essa orientag8io preferencial, segundo o
qual existe normaimente a maior deformabilidade; assim, esta hipdtese
imp8e que as anisotropias em estudo, a existirem, em planos coplana-
res com essa orientag8io, sejam do tipo elipse. Efectivamente, poder
-se-ia ter considerado um. tipo mais genérico de anisotropia que né8o
obedecesse a esta hipétese, o que levaria a admitir que nos planos re
feridos existiria uma anisotropia regida por uma curva fechada do 49.
grau, tal como se referiu na comunicag8o apresentada ao 29. Congres
so da SIMR, realizado em Belgrado em 1970 [ | ]. A experidncia co
Ihida desde ent8o, levou a que se pusesse de lado a consideragéio do
seu estudo como relevante, visto a hipdtese formulada se ajustar com
uma satisfatdria concordéncia.

Finalmente, a quarta e ditima hipdtese imp8e que a superficie
fechada do 42, grau, definidora das anisotropiasg seja interior ao elipsé_i
de com o qual tenha em comum os seis vértices; esta hipitese con
duz & anulag8o dos coeficientes dos termos do 42, grau em X, yez,
assinalados com o sinal +.

A sua aceitag8io traduz-se, assim, na possibilidade de considerar

. /. - -
o elipsoide e, eventualmente, a esfera, caso da isotropia, como casos
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particulares da qudrtica fechada a que se é conduzido.
Do que se acaba de expdr, apresenta-se a seguir em sihtese

as quatro hipdteses formuladas:

1 - As anisotropias em estudo s8o definidas por superficies fe
chadas do 49, grau, isto &, por qudrticas fechadas;

2 - As qudrticas fechadas s8o fungBes pares;

3 - As qudrticas fechadas sfo cortadas segundo cdnicas fecha-
das por planos normais a um dos seus eixos;

4 - As quérticas fechadas admitem quadricas fechadas circuns-

- - . 7’ .
critas com as quais t&m de comum os seis vertices.

A considerag8o simult8nea destas quatro hipdteses que se aca-
bam de enunciar, cuja aceitag8o foi baseada em resultados experimen-
tais, permite, tendo em conta os coeficientes nfio nulos insertos no
quadro 1, escrever a quirtica fechada representativa da superficie das
anisotropias em estudo, relativamente aos seus eixos principais OXYZ,

sob a forma matricial:

[x Y].[a o}. x +022+[X Y].[e 0].[X .z _1-=0 (2)
0 b Y ' [o f} Y

ou, sob a forma cartesiana:

2
aX +sz+c22+eXzZZ+fY222—l=0 (3)

As expressBes (2) e (3) dd-se o nome de equagBes nor-
mais, por estarem referidas aos seus eixos principais de simetria.
22 Coeficientes de anisotropia

Baseado, fig. 1, nas caracteristicas geométricas da qudrtica
fechada {l} (daqui em diante designada apenas por qudrtica) definido
ra das anisotropias em estudo, do elipsdide circunscrito {2}, e das es

feras inscrita {3} e circunscrita {4}, é possivel definir quatro coefi
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cientes que caracterizam bem os z
diversos tipos de anisotropia liga
dos &s propriedades »intr'l'nsecas
das rochas e dos macigos rocho-
sos., Todos estes quatro coeficien

tes de anisotropia véio ser defini

dos por relagdes de raios das es-

feras {3} e {4} e de esferas

{1 '} e {2'} de volumes iguais, res

pectivamente, & qudrtica {1} e ao
elipsoide {2}. A raz8o da defini- fig.1 -superficies que entrarn
g8o dos coeficientes de anisotro na definicao dos coefi-

cientes de anisotropia
pia por relag8io de raios e n&8o de i

volumes, é a de permitir a sua aplicag8io ao caso do estudo de anisotro
pias planas. Daqui resulta a necessidade de calcular os volumes limita-
dos pelas supe_r"ﬁ'cies {1} e {2} da fig. 1.
A equag8o (3) da quirtica {1} pode ser apresentada, pondo
em evidéncia o valor dos seus semi-eixos:
><2 Y2 + 22 + ><ZZ2 YZZ2

a2+82 Yz " + LP4 -1=0 , (4)

semi-eixos estes que também o sf8o do elipsdide {2} circunscrito:

2 2 2
x Y Z
2 B2 Tz =0 (s)
a y
e estando os coeficientes das expressdes (3) e (4) ligados pe-

las relagdes:

— 4 4
S - /-1 Y O N - L
a= a’ B— b’ Y= c’ €= e’ = f (6)

O volume, Ve’ do elipsdide {2} é facil de obter, sendo dado pe

la express8o:

42



v_=+mapy , (7)

pelo que o raio, r , da esfera {2'} de volume igual ao do elipsdide {2} é;
e

I"e= W ) ()

Para o cdlculo do volume, Vq, da qudrtica {I} vai comegar-se
por determinar a &drea, A(Z), da elipse genérica resultante da secgdo

obtida por um plano horizontal de cota Z, dado que se tem:

Y
\Y =zf A(Z2)dZ , (9)
a o
da express8o (4) resulta:
2 .2 2 2
A(z)=mB€2‘p - Y -2 , (10)
. \/(€4+azzz)(¢4+ﬁzzz)

donde, por substituic8o em (ll.41):

Y
22 2 2
v - 2RaBETY (Y°-2")dz . (11)
q 2 4 2, 4 022
Y \/(e vl 2%y (g+pPZ?)
Tratando-se a férmula (11) de um integral eliptico, de inte-
grag8io impossivel ou muito dificil, conduzindo neste caso a express8es,

em regra, complicadas e necessitando do emprego de tabelas de uso n&o
corrente, preferiu substituir-se o integral eliptico por uma soma de n
parcelas correspondentes a divis8o do semi-eixo de valor Y emn inter
valos iguais; para isso, fez-se:

Az-YX Z=;\£—(-—;—-+i)

n com i=0, 1,e0., nNn-1 (12)

de forma a que as elipses genéricas existam em planos horizontais pas

sando pelos pontos médios dos intervalos Az.

A considerag8o de (12) em (11) permite depois das conve-
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nientes operagdes, escrever:

nz—(%+i)2

7 (13)

_ thaBY"i'
q 3 . C 2 2.2
n i=0
b2 B e
2 4 2 2.4 2
n g n Y
sendo suficiente dar a n um valor compreendido entre 8 e 10 para que

o valor aproximado de V dai’ resultante seja compativel com a preciséio
q

as décimas, desejada para os coeficientes de anisotropia.

Como se sabe, para que a qua'r'tica (4) degenere no elipsdide
(5) dever8io ser simultaneamente infinitos os coeficientes E e P ; as
sim, introduzindo essa condiglio em (11), ter-se-a:
Y 2 2
lirm Vq_L;l_B lim (" - 2%)dz )
£,9+o Y £,9+0 2 2
2 2
o 1+ 221+ £ 22
g4 4

_Lﬂﬁf(y -z%)az = TECLBY (14)

resultado que, como seria de esperar, é igual a (7).,

A mesma condig8io introduzida em (13) conduz a:

V! =lim v-—B—Yz -—-i-iz) ; (15)
a =

w0 9
dado que:
n-1 n-1
._(nh-1)n 2 _n{n-1)(2n-1)
z i= 2 e z i“= A (16)
i=0 i=
vem, por substituig& em (15):
4
vi=SmaBy|r+—| (17)
a 3 an

valor que considerando um nUmero infinito n de intervalos, tende para:
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- _4
tim va 3 Tapy

N-o0
coincidente com o volume do elipséide, dado por (7).
O factor de aproximagéo, K, devido a se tomar um ndmero Ti

nito de intervalos, é dado por: §

K=
8n2
que, como se pode ver no quadro I, tende rapidamente para zero quan
do n aumenta:
QUADRO 11
n| 2 4 6 8 10 2 | o

k 10,031250 | 0,007 812 | 0,003 472 | ©,001953 | 0,001250 | 0,000868 0

Em face do exposto, o raio, r‘q, da esfera {1 '} de volume

igual ao volume, Vq, da quértica {l}, é dado por:

3/3Vv

O —9. (18)
q 4TC

O raio, R, da esfera circunscrita {4} é igual ao maior dos semi
-eixos da qudrtica {1} e o raig r, daesfera inscrita {3} é, regra ge-
ral, inferior a qualquer dos eixos da quértica {l} e obtém-se por pro

’ » LAY . .
cesso grafico ou analitico tendo em atengfio que existe num dos dois
planos principais de simetria passando pelo eixo OZ, por qualquer plano

- z - -
normal a este eixo cortar a qguartica segundo elipses.
Para o processo anah{tico, considere-se o plano de simetria OX2Z e

neste a curva do 42. grau de intersecgfio com a qudrtica (4) e a cir

cunferé&ncia de raio r, centrada na origem, dadas pelas equagdes:

2 2 2_2
x°,z" X'z
a2 Y2 g4

24 22_ .2
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para que as duas curvas sejam tangentes entre si é necessdrio que o
bindmio discriminante da equag8o biquadrada, obtida pela eliminag8o de
uma das varidveis, seja nulo. Assim, ter-se-&, eliminando a varidvel Z,
a equag8o biguadrada:

2

2
P
ot Pt - ) 0,
cé 2

" -
€ ((12 i
A anulag¥o do seu bindmio discriminante, A , conduz 3 equaglio:

2 2 2

8|, 1 1, r 4. _r .\ _
A=¢ ((12 YZHE“ -4€ (1 Yz)-o

que, resolvida em ordem a r, permite obter a Unica raiz r‘1 positiva:

2.2
—Jzav\/w%-(azwz) (19)

desde que seja:

22 2|2 2
20y“> € la —y!.

Em relag8io ao plano de simetria OYZ, ter-se-3, por analogia:

2 2 2
P BY" 2,2
ro=a— 2By f1+ - (BT+v%) (20)
desde que seja:
BV !B -y ‘
O valor de r procurado serd o menor dos valores r*l e r‘z, quan

do existam; caso contrdrio, serd o menor dos trés semi-eixos da quér
tica.
Com base nos quatro raios das esferas indicadas, passam-se a

definir os quatro coeficientes de anisotropia:

1 - coeficiente de anisotropia de massa, a :
R
ag, = F_ (21)
m e
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relag8o entre os raios da esfera {4} circunscrita & qudrtica {1}, igual

ao maior dos semi-eixos desta, e o raio de esfera {2'} de volume igual

ao do elipsdide {2}, dado por (8). Se se considerar, por exemplo,
Q, como o maior dos semi-eixos, a expressfo (21), tendo em aten
G&o (8), assumird o aspecto:

3 2
[ &
a = B_y (22)

pelo que se pode afirmar que o coeficiente de anisotropia de massa é
igual & raiz clbica do cociente do quadrado do maior dos semi-eixos pe
lo produto ;ios outros dois. A designag8o deste coeficiente é devido ao
facto de representar a diminuigéo média de uma dada propriedade rela
tivamente ao material isotrdpico de valor igual aoc méximo apresentado

por essa propriedade, semi-eixo maior do elipsdide.

2 - coeficiente de anisotropia de superficie, a_?
"e
a =— (23)
s r
q
relag8o entre os raios das esferas {2'} e {l' de volumes iguais aos

do elipsdide {2} e quartica {I}, raios estes dados pelas expressdes
(8) e (18), respectivamente. Este coeficiente dd a influéncia na
anisotropia de uma certa propriedade, da existé&ncia de uma orientag8o
preferencial, traduzida por um achatamento do elipsdide {2} que se
converte na qudrtica {I} .

E evidente que a nfo existé&ncia de um dado tipo de anisotropis,

torna o coeficiente que lhe estd associado igual & unidade.

3 - coeficiente de anisotropia total, at:
R
a = —
ce- r (24)
q

relag8io entre os raios da esfera {4} circunscrita e da esfera {1 '} de
volume igual ao da qudrtica {1} Este coeficiente traduz a influéncia

conjunta das anisotropias de massa e de super‘fl’cie, pois atendendo as
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expressBes (21) e (23), a expressfio (24) pode escrever-se:

a =a .a . (25)

4 - coeficiente de anisotropia maxima, VL

. R
8= (26)

relag8o entre os raios das esferas circunscrita {4} e inscrita {3} .
Este coeficiente, como o nome indica, traduz a relag8io entre os valo
res maximos e minimos de uma dada propriedade e dd uma ideia da dimi
nuig8o méxima dessa mesma propriedade,

Pelo que se acaba de expdr se v& que num material isotrépico,
relativamente a uma dada propriedade, as quatro superficies da fig.
1 se reduzem a uma mesma esfera, pelo que os quatro coeficien-
tes de anisotropia ‘se tornam iguais & unidade.

Com a definigio destes quatro coeficientes de anisotropia pre-
tende-se nfio sé explicar os diferentes tipos de anisotropia ligados as
caracteristicas especificas das rochas e dos macigos rochosos, mas
também quantificd-los.

No que segue, todos os cdlculos indicados s#o realizados utilizan

do o computador do LNEC mediante programas preparados para o efeito.

23 Aplicagdo a rochas e a macicos rochosos prefe-
rencialmente orientados

As rochas e os macigos rochosos preferencialmente orientados,
possuem, na grande maioria dos casos, uma orientag8io relevante que
Ilhes confere uma anisotropia de superficie de marcada importéncia. Se
as orientag8es preferenciais forem duas, ent8o, um dos eixos de si-
metria, o eixo OY por exemplo, serd a direcglio definida pela intersec
gfio das duas orientag8es, admitindo-se que os planos onde se desenvol
vem as anisotropias tipo elipse ou circunferéncia sejam planos que se
aproximardo mais da orientag8o de maior infludncia na propriedade em

em estudo, sé sendo estes os planos bissectores quando a influéncia
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das duas orientagBes for a mesma. Com mais de duas orientagdes pre
ferenciais, em regra, estas tendem para o aparecimento duma certa
ortogonalidade entre algumas, o que vem diminuir a complexidade da
anisotropia, a qual passard a exibir mais acentuadamente uma aniso-
tropia de massa, evanescendo-se rapidamente a anisotropia de superfl
cie.

Ser8o, assim, col:msider‘ados dois casos, o primeiro correspon-
dente &s rochas e macigos rochosos apresentando uma orientagfio pre
ferencial e o segundo apresentando duas orientagdes preferenciais, si

tuag8io esta j4 bastante rara em relag8io ao primeiro caso.

2.31 Com uma orientacac preferencial

Este serd o caso mais comum em rochas e macigos rochosos de
origem sedimentar e metamér'fica.

Considere-se a equag8io matricial (2) definidora da qudrtica

de anisotropia e faga-se:

a 0] =[Aa], e 0]=[E], x1={v}, (27)
I M B

donde resulta por substituigfio a forma abreviada:

T T
{v} .[A].{v}+czz+{v} .[E].{V}Zz—l=0 (28)

T
sendo, como se sabe,{v} a matriz-linha transposta da matriz-coluna

{3

(28), convém conhecer a sua equag8o num referencial triortogonal

Dado que inicialmente apenas é conhecido o eixo OZ da quartica

Oxyz, cuja posig8io relativamente ao definido pelos eixos principais da
quértica, OXYZ, é dada por uma das matrizes de rotag8o, [R] ou

[R1]

X | = cos® senB|.|x| ou | X|=| cos8 sen® 0].|x (29)
Y -sen@ cosH 0 y
Y -sen@ cos8 y z 0 0 1 z
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sendo 6 o &ngulo de que rodou, em torno do eixo OZ, o referencial

plano OXY em relaglio ao referencial Oxy, fig. 2. Em forma abre

viada, a primeira das express8es (29), pode escrever-se:

{Vi=Ir].{4} (30)

que substituida em (28), conduz & seguinte expressfo:
T 2 T 2
{v} '[Al] .{v}+cz +{v} '[El] .{v}z -1=0 : (31)
sendo:
T T
[2)=[] -[A- /] < [B])-[/] -[E].[R] (32)
A substituigBio em (32) de (27) e da primeira expressfo de

(29) permite obter os elementos das duas matrizes simétricas:

[A1:| =la cosze +b senze % sen 20 =FA D
-b
a_z_ sen 20 a senze +b cosze D B
L 4 L B
- - : (33)
2 —
[E1:l=ecos o+ f senze %isenze =E G
e_;f sen 26 e senze +f cosze G F
Estas matrizes substituidas em (31), permitem escrever a

equag8o da qudrtica no referencial Oxyz, sob a forma cartesiana:

2
sz + 2Dxy + By + czz + E><222 + 2G><yz2 + lzyzz2 -1=0 (34)

ou, sob a forma matricial, parcialmente abreviada:

[x y].[A D.x+czz+[xy].E Gl.[x].22-1=0 . (35)
{D B}{Y} [G F} y

Estas duas express8es conté&m, apds a rotaglio 6 em torno

. . . 2 .
do eixo OZ, mais dois termos, um em xy e outro em xyz , relativa
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mente as expressdes iniciais (2)
e (3) definidoras da superficie
de anisotropia. Os coeficientes D
- e G destes dois termos n8o sfoin

pendentes entre si encontrando-se

ligados por uma relag&o nfio linear
entre os coeficientes das expres

sBes a que pertencem, pois queda

andlise das expressBes (33) seti

ra:
fig.2- posicao relativa dos
dois referenciais
D
tg 26=_2_.B =——Ez_r__ + (36)
e portanto:
D(E-F) = G(A-B) . (37)

Verifica-se também existir um comportamento andlogo entre os
ternos de valores A, B e D e E, F e G, Ainda das expressdes (33)

resultam, entre outras, as relagdes:

A+B=a+b , E+F=e+¥, ' {38)

o que mostra serem constantes as somas dos coeficientes dos termos
em X e yz, por um lado, e em ><222 e yzzz, por outro.

Para a determinag8o dos valores mais provdveis dos coeficientes
das expressBes (34) e (35) a partir do conhecimento dos valores
da propriedade em estudo em vdrias direcg8es, nunca inferiores a sete
poderia ser utilizado o método estatistico denominado método dos mihi
mos quadrados, que, dada a obrigatoriedade da relag8o (37), deveria
ser condicionado. Este método dos mihimos quadrados condicionados, pa
ra optimizag8io dos valores dos coeficientes, iria conduzir a um sistema
de 6 equagBes a 6 incdgnitas, tantas quantas as independentes, siste-
ma este necessariamente n8o linear, em face da n8o linearidade de ex
press8o (37). Este facto torna o método extraordinariamente com-

plicado, se n8o mesmo impossivel de resolver por processos analiticos.
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Em sua substituigBio, preferiu-se decompor a determinagéo estatistica
dos coeficientes em duas fases.

Na primeira fase, e baseado na hipdtese 3 (ver 2.2) de que a
qudrtica é cortada por uma elipse segundo planos normais ao eixo OZ,
far-se-a, na expressfio (34),

comum aos dois referenciais, fig. 2,

z =0, donde:
2
Ax +2ny+Byz—l=0 (39)

sendo apenas necessario para a determinag8o dos coeficientes A, D e
B, pelo método dos mihimos quadrados, que existam determinagBes da
propriedade em estudo, pelo menos, em quatro direcgdes num plano
normal ao eixo OZ, Seja n, o nlimero dessas determinagdes, com n>4
o desvio, 6i’ entre o valor tedrico (39) e o valor resultante da de

terminaglio da ordem i de coordenadas (xi, yi)’ serd:
2 2
0, = Axi'+ 2Dxy + By, -1 (240)

1

o método dos mihimos quadrados imp3e que sejam nulas as derivadas par

ciais da soma dos quadrados dos desvios, K, em relag8o a cada um dos

coeficientes, pelo que, sendo:

n n
2 2 2 2
K—i__>:_ 5; _izl(Axi +20xy+ By, - 1) (41)

o sistema de equagdes lineares resultante da aplicag8o do método, é:

4 3 2 2 2

2% 2% il A =29

zxiayi zxizyi2 zxiy? 2D zxiyi (42)
2 2 3 4 2
YE 2N 2 B |2

n
onde z estdo indicados abreviadamente por E .

i

Resolvido o sistema (42), determina-se o &ngulo 6 por meio

da expressfio (36). e os coeficientes a e b da equag8o normal (3),
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por meio das expressdes obtidas de (33):

a=A cosze + B senze + D sen 26
2 2 (43)
b=A sen'® +B cos 6. -D sen20 .

Para terminar esta primeira fase, passam-se todas as coorde
nadas cartesianas (x, y, z) dos n valores determinados para a pro-
priedade em estudo, para as novas coordenadas cartesianas (X, Y, Z)
relativas ao referencial principal, mediante a transformag#o linear, ti
po rotag8io, dada por uma das expressdes (29), por ser z=2Z,

Na segunda fase, os coeficientes ¢, e e f da equaglo normal
(2) v80 ser determinados aplicando o método dos mihimos quadrados

& equag8o:

2

2 2_2
cZ +eX ' Z +ﬁ’222+(a>< +bYZ-1)=0 (44)

onde jd& s80 conhecidos os coeficientes a e b determinados na primeira

fase. Assim, ter-se-d8, para desvio 0 :
i

6i=czi2+exizzi2+fvizzi2+(axiz+in2-1) (45)
sendo K, dado por:
n n . 2
2
K= > ai => [czi2+exizziz+wizzi2+(axiz+in2—l)] (46}
i=1 i=1
e o sistema de equagdes lineares resultante, é:
2t mizt iz |-fe):| 2zt -arad 2 -ervi 2}
2 44 [ 2 2 74 252 4 2 y2 52
IXzd omxtzt Il vizél Ced | IxiZi-aLxiZ} -eXx} v} 2] (47)
vizt ixiviziooviz t| | viZ-aIx!vi B -1V} Z}

[

com o qual se obté&m, finalmente, os restantes coeficientes da equag8o

normal (3) da quirtica definidora da anisotropia da propriedade em
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estudo, ou, tendo em atengsio (6), na forma (4) com explicita
igéo dos semi-eixos. A avaliagdio do ajustamento entre os valores expe
rimentais, e, e os correspondentes valores tedricos, ti’ dados por
(3) ou (4), faz-se determinando um coeficiente, dito de varia

g8o, dado pela expressfo:

(48)

e cujo valor se considera aceitdvel desde que nfo ultrapasse 15 %, em
face da precisfio dos aparelhos de medic8io e da heterogeneidade dos
materiais, -

Para a determinag8o dos valores tedricos, t, correspondentes
as diversas direcgdes de ensaio, é conveniente utilizar coordenadas es
féricas, por serem jd conhecidas as duas coordenadas que definem es
sas direcgdes, fig. 3

, estando estas ligadas com as coordenadas

cartesianas (X, Y, Z) do referencial principal pelas expressdes:

X =t cosP cos |

Y =t cosy sen (49)
Z=t seny
A substituiclio de (49) em (3) e consequentes operagdes e

ordenamento, conduz a seguinte equagdo biquadrada:

2
t4(e coszkl)+ f senzq,))senzgpcos P+
+t2[(a coszd,H-b senzq)—c)coszq)+ cl]-1=0 (50)

que, depois de resolvida, permite obter o valor teér‘ico, t, .da proprie
dade em estudo, para cada direcgfo ensaiada. Esta mesma equag8o de
fine em coordenadas esféricas (t,Q,{ ), a quirtica (3) represen
tativa da anisotropia em estudo.

Deve salientar-se que, se os valores dos coeficientes e e f com

parados com os valores dos coeficientes a, b e c, dados por (43)
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e (47) , Tforem significativamente peque

. . .
nos, isso quer dizer que a qudrtica é for

—

. . 7. .
malmente equivalente ao seu elipsoide cir
cunscrito, podendo este, com erro adicio
nal desprezdvel, definir a anisotropia em )

0
X
estudo. Este facto pode dar-se em ma \J

€

teriais rochosos com uma orientag8io pre N

~<
s

ferencial em que a sua influéncia na ani

sotropia em estudo n8o seja relevante,
fig. 3-coordenadas

Para melhor compreens8o do que esféricas

se acaba de expdr, vai apresentar-se um

exemplo concreto do estudo da anisotropia das tensdes de rotura, por

compressfio uniaxial, de um bioco de rocha xistosa, extraido da galeria

2 da margem direita da ribeira de Arade, no local da fundagdo da bar

ragem do Funcho. Desse bloco de rocha foram extraidos doze prove

. . 3 .
tes de forma pr‘lsmétlca, geralmente com 4x4x12 cm segundo as di

’
recgdes indicadas na fig. 4, com os eixos existentes nos trés pla
nos de referéncia.

Os ensaios de com
pressfo uniaxial até 3 ro
tura, realizados sobre os
provetes referidos, con
duziram &s tensdes indica
das na segunda coluna do
quadro Ill,encontrando-se
nas trés colunas seguin-
tes as coordenadas des-

sas tensdes no referen-

cial inicial Oxyz. Com ba

se nas coordenadas refe

rentes as direcgBes 5 a

9 inclusivé, existentes no

fig.4 - esquema de extracgéo
plano Oxy, calcularam-se de provetes
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os somatdrios insertos no QUADRO il

sistema de equagBes linea valores experimentais (kg/cm?)
res (42), elementos da S hersdo coordenadas
o de i iat
matriz dos coeficientes e § -Irotura referencial Oxyz referencial 0Xvz
© Gr x y z X Y z
da matriz-coluna dos ter
1=0z | 605 0 0 | 605 0 0| 605
mos independentes, e final
. 2 225 86 0| 208 85 12 | 208
mente, pela resolug8io do
3 150 | 106 0 106 | 105 15 | 106
sistema, os valores mais “ 190 | 176 o 73 | 172 24 73
provaveis dos coeficientes 5:0x | 265 | 265 0 o | 262 37 0
A, B e D, por interme- 6 |315]20 120 of2m |60 | o
dio de programas adequa- 7 365 | 258 [ 258 | 0 [ 220 | 292 0
dos ao computador  do 8 440 | 168 | 406 0] 110 | 426 0
LNEC, 930y | 475 0} 475 0] 66| 470 0
Os valores mais pro 10 250 0! 2N 96 32 | 229 96
vdveis obtidos, expressos " 190 0124 | 124 | 19| 146 | 134
em em?/kg?, foram os se 12 270 | 0| 103 | 249 [ 14| 102 | 249
guintes:
-7
A=130,1612x10
-7
B= 45,5749x10 (51)
-7
D=-12,2551x10 .
Tendo em atenglio estes valores e a expressfo (36), calculou
-se o &ngulo © de rotag#o indicado na fig., 2, donde:
8=-8° (52)

Este &ngulo e a matriz [R] da primeira expressfio de (29) per
mitiram obter as coordenadas cartesianas das tens8es de rotura refe
rentes as doze direcgdes ensaiadas, no referencial principal OXY2Z, as
quais se encontram inscritas nas trés Gltimas colunas do quadro III,

Os valores mais provaveis, indicados em (51) e {52), substi
tuidos nas férmulas (43) conduzem & determinag&o dos coeficientes

mais provaveis a e b da elipse, definidora da anisotropia das tens8es
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de rotura por compress8o uniaxial, existente num plano coplanar com a

orientag8io preferencial, no caso em estudo a xistosidade, tendo-se:

- 4, 2
a=131,9008 x 10 7 em /kg

(53)
-7 4 2
b= 43,8353x10 cm /kg ,
e com o auxilio das duas primeiras férmulas de (6), os correspon-
dentes valores mais provaveis dos semi-eixos:
2
a= 275 kg/cm”;
(54)

B= 478 kg/cmz.

Em seguida, com os valores das coordenadasno referencial

OXYZ, inscritos no quadro Ill, calculam-se os somatdrios correspon-
dentes aos elementos da matriz dos coeficientes e da matriz-coluna

dos termos independentes do sistema de equagdes lineares, expresséo

(47), o qual resolvido dd os valores mais provdveis dos coeficientes
c, e e f, que s8o:
-7 4 2
c=26,5965 x 10 cm /kg
~10 8 4
e=31,536980 x 10 cm /kg (55)
. -10 8 4
f=14,178173 x 10 10 cm /kg
os quais, substituidos nas tré&s Ultimas expressdes de (6) déo os
valores mais provdveis do semi-eixo Y e dos coeficientes € e Y, em
2
kg/cm”:
Y= 613 €=133 ;. P=163 (56)
o0 que, conjuntamente com (54), permite escrever a equagfo normal

rd . . rd 2
da qudrtica mais provdvel, com as coordenadas expressas em kg/cm®:

2 2 2 2_2 2_2
X
2+ Y2+ ZZ+XZ4+YZ4=I. (57)
275 478 613 133 163
Com base nos coeficientes dados por (53) e (55) e a partir
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da express8o (50) deter

QUADRO IV

minam-se os valores ted valores tedricos (kg/cm?)
ricos das tensdes de ro S tensdo coordenadas
tura "cor\r‘espondentes as g ro(zjrq referencial O xyz referencial OXY2Z
direcgBes do ensaio { e ° Gr x y z X M Z
@ no referencial principal =0z | 613 0 0] 613 0 0| 613
OXYZ, e que se apresen 2 216 83 0 | 200 82 12 | 200
tam na segunda coluna do 3 178 126 0| 126 125 18 126
quadro IV. A partir des 4 197 i 182 0 75 180 25 75
tes valores, e tendo em 2TOx| 277 |27 0 0] 274 39 0

6 303 | 280 | 116 0| 261 154 0
considerag8o os &ngulos in 7 60 | 257 | 257 o | 213 | 201 0
sertos na fig. 4,  cal 8 |45t 173 |47 | of113 47| o0
culam-se as suas coorde 9=0y | 469 o | 469 0 65 | 464 o
nadas cartesianas no re 10 2572 o | 233 96 32 | 231 96
ferencial inicial Oxyz, e 1 218 0| 154 | 154 | 21| 153 | 154
também as suas coordena 12 258 0 99 | 238 14 98 | 238
das cartesianas no refe
rencial principal OXYZ,
baseado em (49) e tendo em ateng#o, o &ngulo 6 dado por (52).

Todas estas coordenadas se encontram inscritas no quadro IV, e per
mitem tragar as curvas de intersecglo da qudrtica (57) com os pla
nos coordenados do referencial inicial Oxyz.

Para determinar as dur‘vas, intersecgdes da qudrtica (57) com
os planos coordenados do referencial principal OXYZ, calculam-se as
coordenadas de diversos pontos dessas curvas, a partir das expres-
s8es (49) e (50) para diversas combinagdes adequadas de valores
dos &ngulos P e (.I) . Estas coordenadas encontram-se inscritas no qua
dro V calculadas nos dois referenciais, para os planos coordenados prin
cipais XOZ e YOZ; indicam-se, também, os valores dos &ngulos { e
Lp utilizados. Em relag8o ao plano coordenado principal XOY n8o é ne
cessario efectuar este célculo, por coincidir com o plano coordenado
xOy, do referencial inicial, e j4 estar definido no quadro IV a sua in-

tersecgio eliptica com a quértica.,
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QUADRO V
valores tedricos nos planos principais (kg/cm’)

plano X0Z ¢:0° Y=0 plano YOZ $=9¢ x=0
hd coordenadas coordenadas

Gr Gy
(9 X 21z X y Y Zs2z x y

0 | 275 | 275 0 [ 272 | -38 | 478 | 478 0 66 | 473
10 | 237 | 233 41 | 2N -32 | 334 | 329 58 46 | 326
20 | 202 | 190 69 [ 188 | -26 | 263 | 247 90 34 | 244
30 | 184 | 159 92 | 157 | -22 | 233 | 202 | 116 28 | 200
40 | 178 | 136 M4 1135 | -19 | 221 165 | 142 264 | 167

50 [ 181 [ 116 | 139 | 15 | -16 | 222 | 143 | 170 20 | 142
60 | 194 | 97 | 168 | 96 | -13 [ 236 | 118 | 204 | 16 | 17
70 {226 } 77 | 212 | 78| -1 | 2M 93 | 255 | 13| 92
80 | 302 52 | 297 511 -7 | 354 61 | 349 8| 60
90 | 613 0] 613 0 01]613 0} 613 0 0

N .
Tendo em considerag8io as coordenadas insertas nos quadros I,

IV e V, é possiVel representar a quartica mais provivel (57), em
perspectiva cavaleira, por melo das suas Iintersecgdes com os planos
coordenados, dos dois referenciais utilizados, e também os valores ex
perimentais, para uma visualizag8io de conjunto, fig. 5.

As curvas de intersecgfio da qudrtica com os planos coordenados
verticais do referencial principal est8o representados a ponteado , com
os planos coordenados do referencial inicial a tracejadg estando a cheio
a parte correspondente ao 12, octante; os valores experimentais en-
contram-se identificados pelo seu ndmero de ordem e representados por
um citculo preto. Nesta mesma figura encontram-se indicadas as esca
las dos trés eixos utilizados na perspectiva cavaleira, referencial ini-
cial, em que se admitiu uma escala para o eixo Oy igual a metade das
dos eixos Ox e Oz,

Para determinar os coeficientes de anisotropia é necessdrio, pri
meiro, calcular o volume da qudrtica (57) dado pela férmula aproxima

da (13), cujo erro diminuird com o aumento do parf@metro n. Assim,
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tendo em atenglio os valores
dados por (54) e (56) cal
cularam-se, para diversos va
lores do parémetro n, os cor
respondentes valores do volu
me aproximado, Vq, da quar
tica (57), os quais se en
contram inscritos no quadro

VI. Neste mesmo quadro indi

cam-se na Ultima linha os des
vios relativos, em percenta-
gem, em relag8io ao volume
Vq, para n igual a 12, supos
to exacto. Vé-se, assim, que
os valores de n propostos em
2.2, compreendidos entre 8 e

10, acarretam jd erros des-

prezdveis no exemplo apresen

tado, em face da precisfio as

décimas com que os coeficien fig 5-guértica mais provavel e
- valores experimentais das
tes de anisotropia se desejam tensdes de rotura

calculados,

6
Com base no valor de Vq=68,4x 10 kg3/cm6, nos valores dos

semi-eixos A, B e Y indicados em (54) e (56) , has expressdes
(8), (18),
(21), (23), QUADRO VI
5
(250, o (26), n 2 | 4| 6| 8] 0] n
e na fig. 5 P
Vq(10" kg¥er®)| 332 | S61 | 646 | 675 | 682 | 68,4
OouU has expres-
sdes  (19) e A (1) 515 | 180 56 1,3 0.3 0

(20) para a

obtengsio do valor de r, calculam-se os quatro valores dos coeficientes

de anisotropia:
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o
[l
F-3
o
[l
~

(58)

o
1
N
&
o)
4
w
I3

O coeficiente de variagdo,
6, definido pela express8o (48),
tendo em ateng8o os valores ex
perimentais e tedricos insertos
nos quadros lll e IV, correspon-

dentes as doze direcgdes ensaia

das, tem o valor de:

0=6,8 % (59)

Y=z
Y inferior, portanto, ao valor de

. = . 15 % considerado como limite su
fig.6 -posicao relativa dos
dois referenciais perior,

2.32 Com duas orientagdes preferenciais

Este casg nhdo muito comum, pode aparecer quando em rochas meta
mérficas a xistosidade e a estratificag8io n8io coincidam e ambas apre-
sentem uma acentuada relevlncia., Certos autores sugerem que os pla
nos bissectores dos planos da xistosidade e da estratificag8o sejam to
mados como planos de simetria; tal facto sé serd de aceitar desde que
a influéncia das duas orientagBes em causa seja a mesma, o que, em
regra, nfo serd verdade. O que serd de admitir é que a intersecgdo
dos planos das duas orientagdes seja um eixo de simetria, por exemplo,
o eixo OY, fig. 6; nesta figura encontram-se indicados os dois re
ferenciais, o de referéncia (Oxyz) conhecido e o principal (OXYZ) que

se pretende determinar, sabendo-se que se passa de um para o outro

por uma rotagéio de valor em torno do eixo Oy, dada pela matriz ro
tagéo:
X|=| cosd senD .| x
(60)
4 -send cos{ z
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fazendo o plano da xistosidade [x] com o plano da estratificag8io [e] o

&ngulo A,
A anisotropia no plano OXZ serd obtida anulando Y na expres-
s8o (3), donde:
2 2_2
ax?+ cz? v ex?z -1=0. (61)
Esta express8io no referencial (Oxyz), tendo em atenglo a ma-
triz rotag8o (60), toma a forma:

4 4 3 2
L_x2+Mzz+N><z+P(>< +z })+Qixz —x3z)+szz -1=0, (62)
sendo:

2 2
L =a cos 6+c sen26 P=e sen26 cos“d
2 2
M=a sen“+c cos“d Q=e sen 20 cos 20 (63)
4 4 2
N = (a-c)sen 20 R=e(sen 0 +cos O -sen“29) .

Destes seis coeficientes, apenas quatro sfo independentes haven

do, por isso, duas relag3es n8o lineares entre eles, dadas pelas equa-

¢Oes:

Q2=4F’(2P+R)

6
QN _, o tes)
R+2P L-Mm 92V~
A ndo linearidade das express@es (64) torna, como i3 se disse

em 2.3.1, praticamente impossivel a aplicag8io do método dos mihimos
quadrados condicionados, pelo que se deverd seguir outra via para a

obteng8io da qudrtica mais provdvel de anisotropia.

A hipétese 4 formulada em 2.1 permite afirmar que o plano Oxz
é um plano de simetria, fig. 6, e os eixos da curva do 49, grau
dada pela expressfio (62) e os eixos da elipse mais provdvel determi

nada a partir de pontos dessa curva, sfo os mesmos, dado que esta
elipse e a elipse circunscrita & curva em questfo sfo coaxiais. Assim,

para a determinag8o do &ngulo 5, basta apenas que no plano Oxz te-
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nham sido obtidos, pelo menos, trés valores da propriedade em estudog;

na pratica conve'rn, pelo menos cinco, com igual afastamento angular.

No referencial Oxz, a equag8o da elipse procurada é:

2 ,

U + Mz + Nxz -1=0 (65)
sendo os desvios, 65, entre os valores tedricos (65) e os medidos,
dados por:

2 ' 2
O, = Uxi' + Mz’ + Nz, -1 (66)

A aplicagio do método dos mihimos quadrados, conduz ao siste-

ma de equacgdes lineares:

~ T
4 2 2 3 2
zxi zxizi zxizi L= zxi
2 2 4 3 2
zxi z; z, ,zxizi j ML zzi L (67)
3 3 2 2
Lz X'z, zxizi x: zi_ LN/ inzi/

que, depois de resolvido, permite calcular o &ngulo 6, pela express8o
conhecidaz:
N’

tg 20 = o {68)

e j@ referida em (64).

A partir de 0 e da matriz rotag8io (60), passam-separa o re
ferencial principal as coordenadas (x, y, z) de todos os valores medi
dos da propriedade em estudo, obtendo-se as novas coordenadas({X, Y,
Z), que dever#o obedecer, aparte os desvios 5i’ a4 equaglio da qudrti-
ca dada pela expressfio (3).

A aplicago do método dos mihimos quadrados aos desvios 0.,

i
dados por:

2

5, =‘a><i2 + inz + czf‘ + exizzi2 +f

2_2
Yozl (69)
conduz ao sistema de equagdes lineares:
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- ¢ . N
[ £x¢ Iy Ixizi ixtzd oxdvizi|.|af-|zx?
Ix3y? 1yt Iviz? Ixiviz? pvéz? b| [Iv?
ZX?Z? ZY?Z? zzl: IX?Z? zyfz? J cp 9 ZZ? > (70)

Ixtz?  Ixiviz? Ixizé Ixézt Ixiyizs e Ixtz?

Ixtvizi Zv$z?  Iviz$ Exivizt pvézs | fJ zvfzfj

\

que, depois de resolvido, permite escrever a equagfio da quirtica mais
provédvel definidora da anisotropia em estudo.

Em resumo, podem sintetizar-se os passos necessdrios & obten
c8o da equaglo da superficie de anisotropia de um material rochoso
com duas orientagdes preferenciais:

1 - Determinag8o de valores da propriedade em estudo em, pelo
menos, cinco direcgdes existentes no plano normal ao das duas orienta
¢Bes preferenciais, e, pelo menos, em mais sete direcgdes n8o coplana
res quatro a quatro;

2 - Determinag8io, pelo método dos mihimos quadrados, dos ei-
xos da elipse existente no plano normal j& referido, suposta coaxial
com a curva do 42, grau definidora da anisotropia nesse plano, os quais
permitem obter o referencial principal OXYZ;

3 - Passagem das coordenadas (x, y, z) dos valores da proprie
dade para as novas coordenadas (X, Y, Z);

4 - Aplicag8o do método dos mihimos quadrados 3 determinag8io
dos valores mais provdveis dos cinco coeficientes da qudrtica definido

ra da anisotropia.

2.4 — Aplicagdo a rochas e a macigos rochosos sem o
rientacdes preferenciais
As rochas e os macigos rochosos sem orientagdes preferenciais
possuem, na totalidade dos casos estudados, uma anisotropia espacial

bem definida por uma lei tipo elipsdide, que, como se sabe, se pode
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considerar como caso particular ou de degenerescéncia dalei tipo qués

tica fechada.
A equagl8io do elipsdide em relag8io ao referencial principal

(OXYZ) obtém-se, anulando os coeficientes e e f em (3), donde:

a><2+bY2+cZZ—1=0

ou, na forma matricial, desenvolvida:

[x v z].[a o x
0 b 0|<Y (71)
) z

e abreviada:

{V}T .[A].{V}— 1=0 . (72)

Dado o desconhecimento do referencial principal (OXY2Z), os va
lores experimentais s8o inicialmente determinados em relagio a um ou
tro referencial (Oxyz), relacionado com o principal por meio duma

transformag8o linear tipo rotag8o, dada pela matriz [S]:

-

x]=[. 1.[x)
cos 9” cos 9'2 cos 9]3 x
!
Y COSGZI cose22 005923 <yr (73)
d e
cos 6., <:ose32 cose33j z)
~ -~ -

ou, em forma abreviada:

{vi=Is]. &}, (74)

sendo cos 6., os co-senos directores dos novos eixos em relago aos
1

iniciais, e que, como se sabe, gozam das duas propriedades: a soma
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dos quadrados dos elementos de uma fila (linha ou coluna} é igual &
unidade e a soma dos produtos dos elementos homdlogos de duas filas
(linhas ou colunas) paralelas é nula, Estas duas propriedades permi-
tem afirmar que a matriz [S] é ortogonal, sendo portanto a sua in-

versa igual & transposta, isto &:

[S:'-' =[s]T. (75)

Atendendo as propriedades das matrizes transpostas, de (74)
vem:
T T T
(v} {4 .1d, (76)
a consideracg8io de (74) e (76) em (72) conduz a:
T T
{vi .Is] .[all[s].{vp-1=0,
ou:
T
{v} .[A]].{v}—=0 , (77)
fazendo:

(78)

m o »
T o O
O T m

sendo [Al] uma matriz real simétrica, cujos elementos se poderiam
obter em funclio dos co-senos directores e dospar8metros a, b e c.
O desenvolvimento de (77) tendo em atenglio (78), permi

te escrever a equaglio do elipsdide no referencial Oxyz:

Ax2+By2+sz+2ny+2E><z+2|=yz—1=0, (79)

em que os seis coeficientes s8io independentes, pelo que se pode apli-
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car o método dos mihimos quadrados, o qual conduz ao sistema de equa

gBes lineares:

~ - . N
It syl fozzi Ixdy, Ix}z, Iy z; Y| A 5| Ix?
3 2 3
Ixfy} Iy} Iyjz} Iy Ixpyizp Lyjz B | |Zy
Ixdz? Iy?z? Izf Ix.y; 22 Ix 2] Ty 2} c||zz?
i %i i % i 2 ;yu i 2|| ||2 L il (80)
2
Zx?yi ):xi yia inyi zi Ixjy, Ixy; z; Ixyiz;|l2D inyi
2 2.2 2
Zx?zi inyizzi inz? Ixiy;z; Ixiz Ix;y; 2z ||2E) | Ixz
2
_Z Ly z, I yi3zi Ty, z? Ix, yf z  Ixy, zi2 Iy} zi2 ]12F Zyizi/
que, depois de resolvido, permite escrever a equag8io (79) da qudr
tica no referencial inicial.
Com base na equag8io (79) obtém-se as equagBes das elipses

existentes nos planos coordenados do referencial inicial, anulando su-

cessivamente z, y e x, donde:

2
no plano xOy Ax + Byz +2Dxy -1=0
2 2 —
no plano xOz Ax +Cz  +2Exz-1=0 (81)
2 2
no plano yOz By +Cz +2Fyz-1=0,
Passando estas express@es (81) para coordenadas polares, se

gundo as transformagdes:

x|=P|cos© x|=P|cos © y{=Plcos ©

y sen® z sen 6 z sen O , (82)
obtém-se:

p=1/(A cosze +B senze + D sen 28)

p=1/(A cos?0 + C senZ8 +E sen 26) (83)

p=1/(B cosze+C sen29+F sen 20) ,
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sendo P o mddulo do valor teérico da caracteristica em estudo e 6 o
&ngulo formado pelo mddulo com o eixo correspondente & primeira incd
gnita referida em cada uma das equagBes (81).

Tendo em considerag8io as direcgdes dos provetes, segundo o es
quema adoptado para a sua extracg8o, as equagdes (83) possibili-
tam a obteng&o dos valores tedricos da caracteristica em estudo, se
gundo essas mesmas direcgdes e, finalmente, as expressdes (82),
as coordenadas dos vdrios valores tedricos.

Para a determinagio da matriz rotag8o [S] da expressfio (73),
v8o ser determinadas as direcg8es dos vectores préprios da matriz
[Al]’ dada pela expressfio (78), visto que, como se sabe do estu-
do geral das quddricas, estas direcgBes s8o colineares com os eixos do
elipséide (79).

Sendo a matriz [A]], uma matriz real simétrica de 3a. ordem,
admitird sempre trés direcgdes reais de vectores priprios ortogonais
entre si,

A equaglio caracteristica ou secular da matriz [Al] é uma equa

¢80 algébrica do 32. grau em A:

AAI —)\l’=A—7\ D E |=o (84)
D B-A F
E F c-A
sendo | a matriz identidade de 32, ordem e aé trés raizes 7\1, 7\2 e

7\3 da equag8o (84) os valores prdprios da matriz [Al]°

A resolug8io das trés equagdes matriciais homogéneas:
(A, - A1) {x }=0; [A, =M {x, -0, [a, -Ag].{x }=0 (85)

permite calcular os vectores prdprios {X’},{Xz}e{xs}, que s8o matrizes-
-colunas do tipo (3x1), e finalmente os seus co-senos directores que
constituem os elementos da matriz rotagfio [S) procurada, express8o
(73).

Os semi-eixos [, B e Y do elipsdide escrito no referencial prin
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- s -
cipal, express#o (5), est8o relacionados com os valores proprios

da matriz [AI]’ pelas expressdes:

=/ (86)

sendo )\x, )\y e )\z os valores préprios, designados atrds por )\l,

)\2 e 7\3, cujas direcgdes préprias que lhes estfo associadas mais se
aproximam, respectivamente, dos eixos coordenados OX, OY e OZ.

Estd-se em condig8es de tragar o elipsdide (5), definidor
da anisotropia da propriedade em estudo, com base nas secgdes nele
feitas pelos planos principais e pelos planos de referéncia.

Para melhor compreensSo do que se acaba de expdr, vai apre
sentar-se um exemplo concreto reifativo & determinag8io da anisotro-
pia do mddulo de elasticidade de uma rocha enddgena, do tipo granito
gnaissdide de duas micas de gr#io grosseiro, existente na galeria 12
da margem direita do rio Homem, no local da barragem de Vilarinho
das Furnas, Do bloco de rocha dai’ extraido, de forma aproximadamen
te clbica e de aresta cerca de 40 cm, foram preparados nove prove
tes 7pr‘isméticos com 5x5x15 cm3, correspondente a cada uma das di-
recgdes indicadas na fig. 7 e marcadas no referencial Oxyz con
siderado como inicial, Os topos dos provetes s8o rectificados por meio
de uma pequena camada de pasta de cimento de presa répida ou de
uma cola pldstica. As medigBes das extensdes sfo efectuadas, regra
geral, com extensémetros eléctricos de base de medida adequada.

Os ensaios de compress8o uniaxlal s8o conduzidos sujeitando os
provetes a trés ciclos de carga e descarga até uma tensfo méxima,
compativel com a tensfo de rotura do material, e fazendo-se leituras
das extensBes para valores intervalados das tens&es.\ Se os provetes
se destinam a ser ensaiados, também, & rotura por compressfio, dei
xam-se repousar durante 15 minutos, tempo suficiente para se atin
gir a estabilizag8o aparente das deformacgdes, seguindo-se novo ciclo

de carga até & rotura franca do prisma. Determinam-se, em seguida,
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o mddulo de elasticidade se

cante para uma dada ten-
s#8o e a tensdo de rotura

por compressfio uniaxial,

quando realizado o© ensaio
correspondente,

No quadro VI encon

tram-se inscritos, na se-

gunda coluna, os valores

experimentais dos mddulos

de elasticidade secantes

obtidos para a tens8o de ¥

200 kg/cm2 segundo as no

fig.7 - esquema de extracg_éo
ve direcgdes ensaiadas, e de provetes

nas trés colunas seguintes
as coordenadas cartesianas desses mesmos valores no referencial ini
cial Oxyz,

Com base nestas coordenadas, calcularam-se os somatérios in
sertos no sistema de equagBes lineares (80), elementos da matriz
dos coeficientes e da matriz-coluna dos termos independentes, o qual,
depois de resolvido, permite obter os valores mais provaveis dos coe
ficientes da equaglio do elipsdide no referencial inicial Oxyz, e escre

ver a sua expressfio como se indica:

2 2
479, 43x>+484 , 18y2+634,84224126, 12xy-101 ,00x2+25,62yz = 1 (87)

-14 2

. 4
estando os seus coeficientes expressos em 10 cm /kg N

Com base nestes coeficientes, determinaram-se as equagdes

(83), as quais possibilitaram a obtengl8io dos valores tedricos e das
suas coordenadas no referencial inicial, expressdes (82), tendo em
considerag8io o esquema de extracgfo dos provetes da fig, 7, os

quais se encontram inscritos no quadro VIII,
Tendo em atenglo os valores dos coeficientes da equag8o

{87), indica-se a equagl8io caracteristica (84), da matriz [Al]
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QUADRO VI QUADRO Vil

valores experimentais (m’kglcm’) valores tedricos (10’kglcm’)
8 |mdaudl coordenadas 8 Iméddo|  coordenadas
-g ekczj:tic. referencial Oxyz | referencial OXyZ g el?:l;!ic. no referencial Oxyz
© E x y z X Y 2 ° E x y z
120z | 416 o] 0 | 416 84 92 397 120z | 397 0 0l 3
2 409 | 205 0| 354 | 221 | 204 | 277 2 426 | 213 0| 369
3 472 | 409 0 | 236 347 | 304 104 3 459 | 398 0| 230
430x{ 435 | 435 0 0 318 | 267 (-129 430x| 456 | 456 0 0
5 455 | 394 227 0 1%y | 414 | -126 5 433 | 375 | 216 0
6 400 | 200 | 346 0 }-79| 385 |- 73 6 431 216 | 373 0
720y | 455 0 | 455 0 |-296 | 345 |- 18 7=0y | 452 0 452 o]
8 455 0 | 394 | 227 |-211 | 349 201 8 433 0 | 375 216
9 373 0 | 186 | 323 |- 56 | 213 301 9 406 0 | 203 352
dada pela express8o (78):
479,43 -\ 63,06 -50,50 |=0 (88)
63,06 484,18 -\ 12,81
- 50,50 12,81 634,84 -\

equag8o do 32, grau que, resolvida, dé os trés valores prdprios da ma

- 4
triz [A]], expressos em 10 14 cm /kgzz
7\]=539,01 7\2=409,41 ?\3=650,03 . (89)
A considerag8o dos valores prdprios nas trés equagBes (85)

permite caicular as direcgdes dos vectores prdprios e finalmente os
seus co-senos directores, elementos da matriz rotag8o [s] da ex-
press8io (73), que traduz a relag8o entre as coordenadas dos dois

referenciais, o inicial Oxyz e o principal OXYZ:

[s]=[+0,732 -0,651 +0,201
+0,614 +0,758 +0,222 (90)
-0,297 -0,039 +0,954
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A ordenag8o dos co-senos directores na matriz rotag8o (I1.122)
é feita de forma a tornar o mais prdximo possivel os eixos homdlogos
dos dois referenciais. Dentro deste principio e atendendo aos valores
préprios (89), as expressBes (86) permitem calcular os semi-ei

&) 3 2
xos {, B e Y do elipsoide, expressos em 10 kg/cm”:

N O B N I .
Q= A, 494 B 3 431 \% A 392 (91)

e, finalmente, a equacg8io normal do elipsdide mais provdvel da anisotro

pia dos mdédulos de elasticidade em estudo:

+ + =
4942 431 3922 " o)
Para o tragado das elipses resuitantes da intersecg8o do elipsdi
de (92) com os planos coordenados do referencial principal, determi
nam-se varios pontos dessas intersecg8es , mediante o célculo do valor
tedrico do mdédulo de elasticidade, E, e das suas coordenadas, primei-
ro no referencial principal, e depois no referencial inicial, mediante a

transformaglo linear:

(=s] .f (93)

resultante de (74) tendo em ateng8o (75).

Os valores tedricos E, obt&m-se facilmente a partir da férmula:

E = pP.q , (94)
2
\/q coszgp + p2 senzgp

sendo p e g os semi-eixos da elipse, e havendo a relagfo:

P(=E|cos{ (95)
95
= sen P

entre as coordenadas cartesianas P e Q e as coordenadas polares

E e .
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Nos quadros IX, X e Xl . QUADRO (X

‘e 3
. N valores teoricos no plano kglen?)
encontram-se inscritos os valo alores tedricos no plano XOY (10% kg

: coordenadas
res tedricos e as correspon- " modulo
. de em 2=0 |no referencial Oxyz
dentes coordenadas, relativa- elastic.
9 E X Y X y z

mente aos trés planos coorde
0 | 494 | 494 0| 362 |-322| 99

10 | 492 | 484 85 | 406 [-251 | 116
20 | 485 | 456 | 166 | 436 |-171 | 128
30 | 476 | 412 | 238 | 448 |- 88| 136

nados XOY, XOZ e YOZres

pectivamente,

Na Divis8ode Funda-

¢des Rochosas, DFR, utiliza- 40 | 465 | 356 | 299 | 444 |- 5] 138
-se normalmente um método 50 | 454 | 292 | 348 | 427 74 | 136
grafico para o tragado destas 60 YANA 222 | 384 | 398 147 | 130
elipses em perspectiva cavalei 70 | 437 149 | 41 361 215 | 11
ra, a partir da determinagdo 80 | 432 75 | 425 | 316 | 273 | 108
de dois di@metros conjugados e 90 |4 0 | 431 | 265 | 327 96

das escalas dos eixos do refe

rencial principal, Reis e Sousa
QUADRO X

(1) valores tedricos no plano X0Z (10°kg/cm?)
Com base nos quadros G coordenadas

VIl a XI inclusivé,traga-se, fi ® elggtic, em Y=0 |no referencial Oxyz

nalmente, o elipsdide mais pro (%) E X N X y z

vdvel da anisotropia dos médu 0 | 494 | 494 0362 [-322| 96

los de elasticidade da rocha 10 | 490 | 482 85 | 328 [-317 |-178

em estudo, fig. 8, ondees 20 | 478 | 449 | 163 | 280 |-299 | 246

30 { 461 | 399 | 230 | 224 |-269 ) 300
40 | 443 | 339 | 285 | 164 [-232 | 340
SO [ 426 | 274 | 326 | 104 |-191 | 366
60 | 412 | 206 | 357 | 45 |-148 | 382
70 {401 | 137 | 377 |- 12 |-104 | 387
80 | 394 | 68 | 388 |- 65 |- 59| 384
90 | 392 0 | 392 |-116 |- 15| 374

t8o representadas a ponteado

as elipses principais, a trace-

jado as elipses nos planos coor

denados do referencial inicial,

a cheio a parte corresponden

te ao 12, octante, e a trago

ponto a elipse representativa
do contorno aparente obtida
graficamente; os valores experimentais encontram-se identificados pelo

seu nimero de ordem e representados por um cifculo preto.
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Nesta mesma figura en QUADRO X|

contram—se indicadas as esca valores tedricos no plano YOZ (10%kglcrm?)

las dos trés eixos do referen " Imddulo coordenadas
de _ .
cial inicial utilizadas na pers- elastic| ™ X=0 [no referencial Oxyz
. . © E Y z x y z
pectiva cavaleira.
0 431 | 4N 0| 265 | 327 96

A partirdos valores
10 | 430 | 423 75 | 237 | 318 | 165

dos semi-eixosdoelipsdide
20 426 | 400 146 202 | 298 | 228

92 determinam-se, facil
(92) nam=-se, Tact 30 | 420 | 364 | 210 | 161 | 268 | 281
mente, os coeficientes de ani 40 | 414 | 317 | 266 | 116 | 230 | 324
sotropia, definidos pelas férmu 50 | 407 | 262 | 312 68 | 186 | 356
las (21) e (26), donde: 60 | 401 | 200 [347 | 20| 138 | 375
70 | 396 | 135 | 372 |- 28 88 | 385
a =1,1 a =1,3 :
m M 80 | 393 68 | 387 |- 73 36 | 384

90 | 392 0 392 |-116 |- 15 | 374

pois, como se sabe, por as ani
sotropias tipo elipséide nfo exi

birem anisotropia de superficie,

(103kg/cm?2)
100
100 100
X~

fig. 8 - elipsdide mais provavel e valores experimentais
dos mddulos de elasticidade
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o coeficiente correspon

dente, a , € igual & uni
s U
dade, o que torna a ani

sotropia total igual &

de massa, e portanto,
iguais os coeficientes
de -anisotropia corres-
pondentes.

O coeficiente de

variag8o, dado pela ex
presso (48), aferi-

dor dos desvios relati

vos entre os valores

. R ;.
experimentais e teori-

, fig 9-esquema de extraccio
cos dos modulos de elas de provetes

ticidade corresponden-

tes &s nove direcgBes estudadas assume, no caso presente, o valor de:

0=5,5%, (96)

Em alguns locais de ensaios, tem-se utilizado o esquema de ex-
tracg8o de provetes indicado na fig. 9, o qual cobre melhor a superfi
cie do 12. octante, dai’ uma melhor amostr‘agem,' tornando mais signifi
cativa e real a superficie da anisotropia procurada, embora a custa de
cdlculos um pouco mais laboriosos, que o emprego de computador torna

irrelevante.
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