DIMENSIONAMENTO DE ESTRUTURAS
TENDO EM CONTA A DEFORMABI-
LIDADE DAS FUNDACOES PELO
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Structural Analysis Including Deformability of Foun-
dations by Finite Elements

por
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RESUMO - Expdem-se métodos para introdugdo no cdlculo de estruturas, pelo método dos ele-
mentos finitos, da influéncia da deformabilidade da fundagdo. Consideram-se diferentes tipos de
matrizes de deformabilidade assim como comportamentos lineares ¢ ndo lineares dos materiais da
fundacio

Apresentam-se exemplos relativos ao estudo de sélidos tridimensionais ¢ de fundagbes do
tipo Winkler para estacas, porticos e cascas.

SYNOPSIS - The general stiffness method for considering different support conditions in structures
studied by the finite elements method is described. Full and Winkler's type foundation deformability
matrices are discussed, linear and non-linear behaviour of foundation materials being considered.

Some exemples of Winkler’s type foundations, for piles, frames, shells and three-dimensional
solids are presented.

INTRODUCAO

E habitual no projecto de estruturas considera-las assentes em fundacoes
ndo deformaveis. Contudo, s6 em alguns casos ¢ licito admitir tal hipétese:
aqueles em que se impbem condigdes de simetria ou antisimetria ou quando
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a rigidez da fundagdo ¢ muito elevada, comparada com a da estrutura. Na
maior parte dos casos, particularmente em grandes estruturas, tais como
barragens, pontes, reservatorios e grandes edificios, a deformabilidade das fun-
dacdes deve ser tida em consideragdo. Na verdade, esta deformabilidade ira
influenciar consideravelmente o comportamento da estrutura, especialmente no
caso de fundagbes ndo homogéneas. Contudo, mesmo para as fundag¢Ges homo-
géneas, a sua influéncia no comportamento das estruturas pode ser importante,
quando os esfork,:os transmitidos a fundagdo pelos varios elementos da estrutura
variam de ponto para ponto particularmente quando diferem significativamente
as deformabilidades da fundacdo e da estrutura.

Para ter em conta o efeito da deformabilidade da fundag¢io na analise
estrutural, podem adoptar-se dois métodos:

i) estudar em conjunto a estrutura ¢ uma parte da fundacdo, criteriosamente
estabelecida;

i) estudar o comportamento da fundagdo sob a ac¢do de cargas ou desloca-
mentos impostos no contacto estrutura-fundacdo e ter em conta este estudo na
analise global da estrutura.

O primeiro método foi utilizado no estudo de equilibrios planos e tridimensionais
de estruturas (Zienkiewicz, 1971), (Pedro 1971), sendo, no entanto, necessirio
resolver problemas numeéricos particularmente extensos no caso de analises
tridimensionais. Assim, é desejdvel procurar solugbes mais econOmicas para o
problema usando o segundo método. Se se impuserem na superficie de contacto
condi¢gbes de equilibrio e compatibilidade, este método é apenas outro pro-
cesso de resolver o problema de conjunto. No entanto, como o estudo de fun-
dacdes ¢ em geral complexo, especialmente no caso tridimensional, adoptam-se
com frequéncia hipoteses simplificativas do tipo Winkler.

Admite-se, geralmente, que o comportamento dos materiais é elastico
linear. Para o estudo da estrutura esta hipotese é razoavel. Contudo, no estudo
da fundagao, ha que considerar muitas vezes comportamentos ndo lineares, resul-
tantes da sua pequena resisténcia a trac¢do, de comportamentos plasticos e de
efeitos de fluéncia (Falcdo, 1971).

Neste trabalho, somente o segundo método sera estudado. Apresenta-se uma
formulagdo do método dos elementos finitos incluindo a deformabilidade da
funda¢do na analise de estruturas e alguns exemplos de aplicacédo.
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TEORIA DE APOIOS DEFORMAVEIS

Considere-se uma estrutura dividida num conjunto de elementos inter-
ligados nos pontos nodais. Definam-se func¢Ges de deslocamento e admita-se
um comportamento eldstico linear para cada elemento. A matriz de rigidez,
K
actuando nos elementos, podem entdo ser definidos. As forgas nodais equivalentes
as tensGes num elemento E, da estrutura e E’, da fundagdo sdo dadas por

¢ os vectores S, ¢ R, dos esfor¢os aplicados e das reacgdes da fundagdo

e

Ee=Se+Re_KeUe (1)
E, -K,U, ®

em que K’  representa a matriz de rigidez de um elemento da fundagdo e U,
e U’, os deslocamentos da estrutura e da fundagio, respectivamente.

Uma vez que para haver equilibrio E’ = -R,e I E, = O e que a compatibili-
dade implica U, = U’_ = U, obtém-se a seguinte equagdo de equilibrio

S=XK+K)U 3

emqueS =X S ,K=X K, eK =3 K’ representam, respectivamente, a matriz
das cargas aplicadas, a matriz de rigidez da estrutura e a matriz de rigidez da
fundagao.

Da equacio (3) obtém-se os deslocamentos e, a partir de (1) e (2), as forcas
nodais que permitem o calculo das tensdes em cada elemento.

Podem admitir-se dois tipos de matriz de rigidez de fundagio, K’:

i) Matrizes cheias, incluindo interacg¢bes de todos os pontos da superficie
de contacto. Neste caso, a solucdo ¢ obtida sem aproximagdes, no que se refere a
interac¢do entre a estrutura e a fundacdo. Matrizes de rigidez de fundag¢do cheias
obtém-se, facilmente, para vigas, placas e cascas ou estruturas tridimensionais
assentes num meio espago de material eldstico, homogéneo e isétropo sendo
bem conhecidas as solucdes baseadas na teoria da elasticidade (Timoskenko,
1951), (Lur’e, 1964). Mais geralmente, as matrizes de rigidez de fundagio obtém-se
pela aplicagdo do método dos elementos finitos ao estudo da fundagio, quando
solicitada por forcas unitdrias aplicadas na superficie de contacto, e invertendo a
matriz de deformabilidade obtida.
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ii) Fundagdes do tipo Winkler. Neste caso as forgas num dado ponto podem
ser calculadas apenas em termos do deslocamento desse ponto. Os diferentes graus
de liberdade no ponto podem interligar-se, como por exemplo nos coeficientes
de Vogt muito utilizados no célculo de barragens de betio (U. S. B. R., 1956).

Um caso particular é o da fundagiio ser rigida e entdo os elementos diagonais
de K’ podem considerar-se relevantes em relagdo aos elementos de K ¢ as
correspondentes linhas e colunas sdo eliminadas.

Outro caso particular surge quando os valores dos deslocamentos U, impostos
em certos pontos, ndo forem nulos. Entdo, aplicam-se na estrutura, suposta rigi-
damente apoiada, depois de submetida a deslocamentos U, forcas R=—K U e
calculam-se os deslocamentos (U-U). Esta solug¢do ¢ equivalente a duma
estrutura rigidamente apoiada, solicitada por cargas iguais aos elementos dia-
gonais de K’ multiplicados pelos deslocamentos impostos.

Definindo uma relagdo linear p = D X u entre as forcas generalizadas e
os deslocamentos em todos os pontos da superficie da fundacido e admitindo para
os elementos da fundagdo as mesmas fungdes de deslocamento u=NXu, esta-
belecidas para os elementos finitos da estrutura, a matriz de rigidez da fundacdo
K’, pode escrever-se

K’, =ff, NTDN dA “4

sendo a integra¢io estendida a superficie do elemento de fundagdo. Uma vez
que as fungdes de deslocamento sdo idénticas para a estrutura e para a fundagdo,
obter-se-4 uma solu¢do compativel.

No caso de funda¢des de comportamento ndo linear a equagédo (3) pode resol-
ver-se iterativamente, ou por um método incremental, ou ainda por combinacio de
ambos: (i) alterando a matriz de rigidez da fundagdo K’ em cada iteragdo ou
incremento; (ii) mantendo constante a matriz (K +XK”), mas alterando a matriz de
forcas S por aplicacdo de forcas ou deslocamentos na estrutura até que as condi¢Oes
de equilibrio ou compatibilidade sejam, respectivamente, satisfeitas.

ALGUNS EXEMPLOS DE APLICACAO

A Figura 1 representa uma estaca solicitada por uma carga horizontal, que se
supbe uniformemente distribuida na sua secgio transversal. O solido de revo-
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lucdo formado pela estaca e pelo solo foi estudado como equilibrio tridimensional
(Rogedo e Pedro 1971).

Admitiu-se que o solo tem comportamento linear e eldstico, quando solicitado a
compressdo, e resisténcia nula 4 tracgdo. Para considerar a resisténcia 4 tracgdo
dividiu-se o médulo de deformabilidade do solo por 2. (Kananyan, 1968).

Na Fig. 1 apresentam-se também os deslocamentos horizontais do eixo da
estaca ¢ os diagramas de momentos flectores, calculados pelo método precedente,
comparados com os obtidos pela andlise cldssica de viga sobre funda¢do de Winkler.

Para obten¢do destes valores usou-se uma solugdo para este problema
baseada na equagdo (4) que permite estudar vigas assentes em solos com coeficientes
de reacglo variaveis.

A mesma estaca foi estudada como uma viga assente em fundacgio tipo Winkler
admitindo que o solo ndo resiste a trac¢do € tem comportamento ndo linear a
compressio, utilizando um método incremental de elasticidade varidvel. Os coeficien-
tes de reacgdo iniciais, deslocamentos horizontais e verticais, momentos e forcas
axiais, para diversos niveis da carga estdo representados na Fig. 2.

Analizou-se também utilizando o método de Winkler a estrutura porticada de
uma estagdo de metropolitano (r1g. 3), admitindo comportamentos linear e nio linear do
solo Comparam-se os valores das reac¢des e momentos flectores obtidos por este
meétodo com os obtidos por outros métodos (Fusco e Mazilli, 1970).

A Fig.4 mostra alguns resultados obtidos na analise, por elementos finitos de
casca, de uma barragem abobada apoiada sobre fundagido elastica. Admitiu-s€¢ que
eram iguais 0 médulo de elasticidade da rocha e do betdo e utilizaram-se os coeficientes
de Vogt e a técnica do rectdngulo equivalente para definir a deformabilidade
da fundagdo. Os deslocamentos na consola central e as tensdes principais a
montante e jusante da abobada, que se calcularam, concordam com os valores
observados em modelo (Rocha, 1965).

CONCLUSAO

Discutem-se os métodos gerais para ter em consideracio a influéncia da
deformabilidade das funda¢bes no dimensionamento de estruturas com especiai
relevo para as solugoes tipo Winkler.

Consideraram-se as hipéteses de comportamentos lineares e ndo lineares para
o solo e para a rocha.
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Fig. 1 — Estaca carregada por uma carga horizontal
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Fig. 3 — Portico em fundacao deformadvel

Apresentam-se alguns exemplos respeitantes a estacas, poOrticos, € cascas
que mostram que os deslocamentos e tensdes em estruturas elasticamente apoiadas,
calculadas com solugdes do tipo Winkler, sdo suficientemente aproximados para
serem utilizados em projecto.
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