RESPOSTA HARMONICA DE UMA CAMADA
VISCOELASTICA

Harmonic response of a viscoelastic layer

Jaime A. Santos*

RESUMO - Este trabalho apresenta o desenvolvimento teérico sobre a resposta harménica de uma
camada viscoeldstica em corte simples. Analisam-se virios modelos de amortecimento em sistemas
lineares. Estuda-se e compara-se a resposta da camada para vdrios tipos de amortecimento.

SYNOPSIS - This paper presents the theoretical approach for the assessment of the harmonic response of
a viscoelastic layer in simple shear. Various damping models in linear systems are analysed. The layer
response for several types of damping are studied and compared.

1- INTRODUCAO

A quantificagdo dos movimentos sismicos do terreno constitui um dos problemas cléssicos
da engenharia sismica geotécnica. Este problema assume particular relevincia, quando as
condigOes locais forem favordveis a ocorréncia de amplificagio das ondas sismicas pelo
terreno.

Os efeitos de amplificac@o das ondas sismicas tém sido largamente estudados recorrendo a
andlises unidimensionais em que o terreno é discretizado em camadas horizontais. O modelo
constitutivo de Kelvin-Voigt com amortecimento histerético € talvez o modelo mais utilizado
para descrever o comportamento do solo em corte ciclico simples.

Na andlise do problema de equilibrio dindmico linear, é também usual recorrer-se ao
amortecimento viscoso em vez do amortecimento histerético, dada as vantagens que aquele
tipo de amortecimento proporciona em termos de eficiéncia computacional.

A consideragfio de amortecimento viscoso permite evitar o recurso a varidveis complexas e
a solugio do problema, em regime linear, pode ser obtida recorrendo ao bem conhecido
método de sobreposi¢do modal. Este método € particularmente adequado para resolver
problemas com um grande nimero de graus de liberdade e com acgdes relativamente
prolongadas. Neste método, propde-se uma transformagio do sistema inicial numa outra forma
de resolugdo mais eficiente. Esta transformagdo pode ser realizada, quer no dominio do tempo,
quer no dominio da frequéncia. Para certos casos particulares, o problema de equilibrio
dindmico pode ser resolvido de uma forma muito eficiente, devido ao total desacoplamento do
sistema inicial. Quando isto sucede, o problema inicial da resolugdo de um sistema de n graus
de liberdade pode ser reduzido & sobreposi¢do das solugbes de n sistemas de um grau de
liberdade.

Porém, a natureza histerética do amortecimento do solo da forma como € definida no
modelo de Kelvin-Voigt acaba por esvanecer, passando-se a definir coeficientes de
amortecimento modal para cada modo de vibragdo. Suscita assim o interesse em investigar
qual o tipo de amortecimento modal a considerar de modo a conduzir a uma dissipagio de
energia equivalente ao amortecimento histerético.
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Neste trabalho, apresenta-se o desenvolvimento tedrico que permite analisar a resposta
harménica de uma camada viscoeldstica, para vérios tipos de amortecimento.

2 - MODELOS VISCOELASTICOS APLICADOS AOS SOLOS

No estudo de problemas em que o solo € sujeito a acgles ciclicas € necessédrio o
estabelecimento de uma lei constitutiva que descreva fundamentalmente a relagdo entre as
tensdes de corte e as distor¢des (relagdo T—Yy ). Essa relagio depende sobretudo do nivel de
distor¢do envolvido.

No dominio das pequenas distor¢des, a utilizagdo de modelos eldsticos é plenamente
justificavel, sendo o médulo de distor¢io o pardmetro principal a determinar. O seu valor é
praticamente constante, sendo nesta situagdo denominado por médulo de distor¢ao maximo ou
inicial, G,. Para a grande maioria dos solos, nesta gama das pequenas distor¢des, a energia
que € dissipada durante a aplicagdo de ciclos de carga repetitivos é bastante pequena
(amortecimento desprezavel). Apenas alguns solos especiais, com elevado indice de vazios, tal
como as turfas, apresentam amortecimento ndo desprezavel, mesmo para niveis de distor¢io da
ordem de 10 (Santos, 1999).

Para a zona intermédia, com valores da distor¢do entre 10* e 10°, o comportamento do
solo € elastopldstico e o médulo de distor¢iio secante G decresce com o aumento do nivel de
distor¢do. Ao mesmo tempo, a energia que é dissipada quando o solo € sujeito a carregamentos
ciclicos aumenta com o nivel de distor¢do. Constata-se experimentalmente que essa energia
dissipada ¢é praticamente independente da frequéncia da excitagdo. Neste tipo de
amortecimento, de natureza histerética, o coeficiente de amortecimento, & , € o parimetro que
pode ser utilizado para modelar a capacidade de dissipagdo de energia do solo. Como o nivel
de distor¢do envolvido ainda ndo ¢ o suficiente para provocar a degradagio e a alteracao
progressiva das propriedades iniciais do solo, o médulo de distor¢do e o coeficiente de
amortecimento ndo variam significativamente ao longo dos sucessivos ciclos de carregamento.
Nestas condi¢Oes, € ajustada a aplicagdo de modelos viscoeldsticos, em que aqueles dois
parimetros (G e &) sdo expressos em fungio do nivel de distor¢io. E usual a aplicagio do
método linear equivalente que consiste, por sucessivas iteragdes, em achar uma solugdo do
problema compativel com o nivel de distor¢io envolvido.

Para niveis de distor¢do da ordem de 107 ou superiores ocorrem alteragdes significativas
nas caracteristicas mecénicas do solo, dependendo nio sé do nivel de distor¢ao mas também
do numero de ciclos de carregamento. O mddulo de distor¢do secante € o amortecimento
variam com o niimero de ciclos e dependem essencialmente da forma como ocorre a alteragio
das tensdes efectivas quando um solo saturado € sujeito a uma histéria irregular de tensdes de
corte no tempo. Deste modo, é necessario estabelecer uma lei constitutiva que descreva a
relacio T—7y em sucessivas fases de carga, descarga ou recarga, tendo em consideragdo as
variagdes da pressdo da dgua intersticial. Neste dominio, onde estdo envolvidos elevados
niveis de distor¢Oes incorrendo plastificagio do solo, € necessdrio aplicar métodos
incrementais com integragdes numéricas passo a passo no tempo.

Para a zona intermédia, 0 modelo constitutivo de Kelvin-Voigt é o modelo tedrico mais
utilizado para descrever o comportamento dos solos em corte ciclico simples. A relagdo T—y
€ descrita pela equag@o seguinte:

dy

& 1
~ o))

T=0Gy+u
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em que T € a tensfio de corte, G é o médulo de distorgdo, y € adistorgdo, u é o coeficiente

de viscosidade e ¢ € o tempo.

Neste modelo, a dissipagdo de energia do sistema deve-se unicamente 3 componente de
amortecimento, € mostra-se que o trabalho dissipado AW num ciclo de carga harménico €
definido pela equagdo seguinte:

AW =npoy? (2)

em que ® € a frequéncia de vibragio e v, € a amplitude da distorgao.

A equagiio 2 evidencia claramente como o trabalho dissipado depende da frequéncia de
excitagdo: trata-se do modelo de Kelvin-Voigt com amortecimento viscoso.

No estado actual do conhecimento, constata-se experimentalmente que o amortecimento é
afectado pela frequéncia e (ou) pela taxa de distorgdo. No entanto, para a gama de frequéncias
com interesse para os estudos s{smicos, isto €, entre 0,1Hz e 10Hz, pode-se considerar com
razodvel que o amortecimento ¢ independente da frequéncia (Taksuoka et al., 1997; Lo-Presti
et al. 1997; Cavallaro et al., 2001).

Estes estudos mais recentes estdo de acordo com o trabalho de Hardin (1965). Aquele
autor realizou, para vérios tipos de areia, um conjunto de ensaios de coluna ressonante com
vibragdo em regime permanente e vibragdo em regime livre, e também ensaios ciclicos de
torgdo, para amplitudes de distorgdo entre 10® ¢ 10™ e frequéncias varidveis até 600 Hz. Os
resultados dos ensaios revelaram que o modelo de Kelvin-Voigt pode ser utilizado para
descrever adequadamente o comportamento ciclico dos solos no dominio das pequenas a
médias deformagdes, desde que se considere que a viscosidade do solo decresga
proporcionalmente com a frequéncia de excitagdo, de tal forma que o produto de | por ® se
mantenha constante. A verificar-se esta condigfio, o trabalho dissipado serd independente da
frequéncia de vibragdo, como se pode constatar da equag#o 2: trata-se, neste caso, do modelo
de Kelvin-Voigt com amortecimento histerético.

Outra forma equivalente e, por vezes, mais expedita de modelar o amortecimento
histerético do solo, consiste na utilizagdo de varidveis complexas. Esta abordagem equivale a
considerar para o solo uma rigidez cuja parte complexa € independente da frequéncia de
excitagdo, ou seja:

G =G+i2¢ (3)
emque / € aunidade imaginaria.

Com base na teoria elementar dos osciladores de um grau de liberdade, deduz-se a relagdo
entre o coeficiente de viscosidade | e o coeficiente de amortecimento histerético & :

Lo b
=—=C- 4
g G 4 1G]
3- RESPOSTA HARMONICA DE UMA CAMADA VISCOELASTICA
3.1 - Descric¢io do problema

Suponha-se, entdo, uma camada de solo homogénea assente sobre estrato rigido. A camada
¢ submetida a ac¢bes harménicas na base e admita-se o estado de tensdo em corte ciclico
simples. Adoptando para o solo o modelo de Kelvin-Voigt, a equagio diferencial que rege o
comportamento da camada viscoeldstica em regime de vibragdo livre € dada por:
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em que P, € a massa voliimica do solo, u € o deslocamento relativo na direcg¢iio horizontal e

z € a altura contada a partir da base rigida.
Apresenta-se, a seguir, o desenvolvimento matemdtico para descrever a resposta da
camada para vérios tipos de amortecimento do solo.

3.2 - Amortecimento histerético

Como ja se viu anteriormente, no modelo de Kelvin-Voigt com amortecimento histerético
o coeficiente de viscosidade decresce proporcionalmente com a frequéncia de excitacio .
Nesta situagdo, introduz-se o resultado da equagio 4 na equagéo 5, e obtém-se, para o regime
de vibragéo livre, a equagio seguinte:

P37 o oz ¢ 9z’ 0 ©

Para o problema em estudo, a solug@o € obtida tendo em conta duas condigdes:

¢ superficie livre, ou seja, tensio de corte nula no topo da camada;

e fronteira rigida na base, onde se impde a evolugdo temporal dos deslocamentos

harmonicos.

A resolugio do problema através da equagdo diferencial 6 é bastante trabalhosa (Santos,
1999). A utilizagio de varidveis complexas permite resolver o mesmo problema de uma forma
muito mais expedita.

A solugdo exacta € bem conhecida da bibliografia. O factor de amplificagio dindmica
definido como sendo a relagio entre as amplitudes do deslocamento absoluto no topo e na base
da camada, € dado por:

1
Do — @
wH

V. {1+ 26

em que V € a velocidade de propagagio das ondas de corte, H € a altura da camada de solo e

Cco

o € a frequéncia de vibragdo da ac¢iio harmdnica imposta na base.
3.3 - Amortecimento modal
3.3.1 - Método de sobreposi¢ido modal

O método de sobreposi¢do modal com grande aplicagdo na andlise de sistemas discretos
também pode ser aplicado para sistemas com massas distribuidas com infinitos graus de
liberdade (Clough e Penzien, 1975). Para tal, uma vez obtidas as frequéncias préprias e os
modos de vibragio do sistema, basta considerar as amplitudes modais como coordenadas
generalizadas e ndo como coordenadas locais em pontos discretos do sistema.

O método da sobreposigdo modal aplicado a um sistema com apenas uma coordenada
generalizada z conduz & equagfo seguinte:
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u(z,t)= Y 0 2)¥(t) ®)

i=1

em que 0,(z) € o modo de vibragiio i expresso em fungdo da coordenada z e Y, (1) ¢€ a
amplitude do modo de vibragdo i/ para o instante ¢ .

Aplicado agora para o estudo da resposta da camada viscoeldstica sujeita a accOes
harménicas na base, introduz-se na equagdo diferencial 5 o resultado da equacdo 8 e considera-
se para o segundo membro da equacio diferencial 5 uma forga especifica ficticia aplicada na
base dada por:

a, = p.‘.ﬂ)iubsen( wt) 9

As frequéncias proprias e os modos de vibragdo normalizados sdo obtidos aplicando o
método de separacdo das varidveis para a resolugdo da equagdo diferencial 5. Estes valores
sdo bem conhecidos da literatura, sendo dados por:

o, =(2n-1% S
2\p H

s

sendo n=1,2... (10)

Tz
=sen (2n—-1)—— , sendon=12.. 11
¢, {( )2 H} (11)

Para avaliar a contribui¢do de cada modo de vibra¢do na resposta global da camada
multiplica-se ambos os membros da equacio diferencial por ¢,(z) e integra-se ao longo da
espessura da camada:

o0

i, jcb(zw(z)dz—ZY(sz Lo (21az- (12)

i=l

oo‘ Haz ' H
- mecj%mz)dz = [o.(2)az.t)z
i=1 0 0

Aplicando as condigdes de ortogonalidade dos varios modos de vibragdo com respeito
massa e a rigidez do solo, concluiu-se que todos os termos do somatdrio sdo nulos, com
excepgdo do termo em #, isto é:

j ‘““w )dz - (13)

Yn(t)p:fq)zn(z)dz—yy,(r)u
0

—Y"(t)GI ‘9, (z)

0,(z)dz= I‘P (z)a( z,t )dz

Definindo a massa generalizada M , e a forca generalizada P, (¢ ) por:
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H
M, =p, [03(2)de (14)
0

€
H
F, = f«b,,(z)a( z7,t)dz (15)
4
e tendo em conta que:
ja"’(”w Jdz =0F M, (16)
ufaq’(“wz)dz Wl M, am
a equagdo 5 dard assim lugar a:
V()M +Y,(1)W oL M, +Y,(1)0} M, = P,(1) (18)

Esta equagdo escrita em termos de coordenadas generalizadas proporciona a resposta para
cada modo de vibragdo n . Esta equagiio é em tudo semelhante 4 equagiio de movimento de um
oscilador de um grau de liberdade em que a rigidez K, e a constante do amortecedor C, siio
dadas por:

K,=0)M, (19)

C,=wo, M, (20)

Para o problema em andlise, a massa e a for¢a generalizada sdo dadas, respectivamente,
por:

T H
M, =px'|.¢,2,(z)dz= p’z 21)
0
€
2
P, (t)—J.(D,I(z)U(z t)de = —PL Y onion)= P, sen( ot ) (22)
(2n—1)—7L

A amplitude modal Y,(7)obtém-se recorrendo a solugio em regime de vibragio
permanente de um oscilador de um grau de liberdade com coeficiente de amortecimento modal
&, » sujeito a uma excita¢do harménica simples:
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P(t) | (1-B )sen(wr)-2E, B, cos( wt
v (1) = B0 | (1=B2 Jsentot) 28, B, cos(r) 3
M, o, (1-B, )" +(28,8,)
em que:
0]
B, =— (24)
(Dll
e o coeficiente de amortecimento modal &, € dado por:
C TH0)
=—1r = - 25
& 2M, o, 2 (23)

O deslocamento relativo no topo da camada obtém-se combinando agora as equagdes 5,
21,22 e 23, o que, apds algumas manipula¢des matemadticas, conduz 2 série:

4 B: (1-B2 )sen( ot )—2E, B, cos(wt )
H, - — i n n n n 26
)= D, LG—w}[ (1-BZ ) +(2€,B, e

Os termos de ordem impar e de ordem par desta série tomam, respectivamente, o sinal
positivo e negativo.

Esta equacdo geral permite obter a resposta da camada viscoeldstica para diferentes tipos
de amortecimento modal.

O factor de amplificacdo dindmica D obtém-se através da relagdo entre as amplitudes dos
deslocamentos absolutos no topo e na base da camada. Para isso, agrupam-se os termos em
seno e co-seno e, apds eliminagdo da varidvel u, obtém-se:

D=+D1%? + D22 27

i=1

em que:

4 n BZ 1_62
Dl=1+—>» & 2 " 28
R Ll—ﬁi)2+(2&nB,,)2}{(2n—1J %

4N B: 26 B
D2 =— + n _ nMn 29
"Z [(1—B3)2+(2§”B,,)2}[ (2n—l):f (29)

i=1

Estas equagdes permitem determinar a resposta da camada para diferentes tipos de
amortecimento modal. Analisam-se, neste trabalho, quatro tipos de amortecimento modal:

amortecimento modal constante,
amortecimento tipo Rayleigh,
coeficiente de viscosidade constante,
amortecimento proporcional a3 massa.
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3.3.2 - Amortecimento modal constante

Este caso corresponde a considerar £, =& para todos os modos de vibragio. O coeficiente
de viscosidade decresce proporcionalmente com as frequéncias préprias de vibragdo e ndo com
a frequéncia de excitagfio tal como sucede no amortecimento histerético, ou seja:

2
0]

n

m (30)

3.3.3 - Amortecimento tipo Rayleigh

Na andlise modal o desacoplamento do sistema de equagdes diferenciais inicial é possivel
desde que o amortecimento seja igualmente ortogonalizdvel pelos modos de vibragio, tal como
sucede em relaciio 4 massa e a rigidez.

Os modos de vibragdo sdo ortogonais em relagdo a qualquer fungdo que seja uma
combinagdo linear da massa e da rigidez. Trata-se do amortecimento Rayleigh habitualmente
utilizado em anélises dinimicas em que:

C,=a,M, +a K, 3
donde se pode deduzir que,
a, a0
-+ — 32
g, o > (32)

n

As constantes a, e a, podem ser determinadas se forem conhecidos os valores do
coeficiente de amortecimento para dois modos de vibragdo me n quaisquer:

o,
e Eh
e 2

Se efectuar o ajustamento para o 1° e o 3° modo de vibragdo, considera-se entdo
£, =&, = para o, ¢ ®, =50, , respectivamente. Nestas condi¢des mostra-se que:

5
4 _ggml
—l_E—'_ 34)
' 3o,
e o coeficiente u’ é dado por:
, 5.m 1§
=ZF Ly 3 35
M 3éw2 3o, (35)
e
g, IO +_1. ©, (36)
é 6 (’On 6 O‘)l
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3.3.4 - Coeficiente de viscosidade constante

Faz-se notar que este caso corresponde a situagdo em que o amortecimento € proporcional

.

a rigidez. E assim um caso particular do amortecimento tipo Rayleigh em que a, =0 e
a, = . Efectuando o ajustamento para o 1° modo de vibragiio tem-se:

u'zz_é (37)
(Dl
€
E o
2 o (38)
£ o

donde se conclui que o amortecimento modal cresce com o nimero de ordem do modo de
vibragdo variando proporcionalmente com a relagdo w, / ®, .

3.3.5 - Amortecimento proporcional a massa

Constitui o outro caso particular do amortecimento tipo Rayleigh em que a, =0.
Efectuando o ajustamento para o 1° modo de vibragio obtém-se:

a, = 20, (39)
- 22‘2"1 (40)
% - @

Neste caso, o amortecimento modal decresce com o nimero de ordem do modo de
vibraggo, conduzindo a valores de &, praticamente nulos para os modos altos. Este caso foi
eliminado nas andlises subsequentes.

3.4 - Analises comparativas
Tlustra-se nas Figuras 1, 2 e 3 a comparagdo dos factores de amplificagdo dindmica, D,
obtidos para os diferentes tipos de amortecimento e correspondentes aos casos com & =5%,

10% e 20%, respectivamente. Nas andlises modais, consideraram-se os primeiros 21 termos da
série: equagdes 27, 28 € 29.
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Figura 2 — Factor de amplificagio dindmica.
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Figura 1 - Factor de amplifica¢o dindmica. Caso: § =5%.
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Figura 3 — Factor de amplificagio dindmica. Caso: & =20%.

Estes resultados evidenciam os aspectos seguintes:

todos os tipos de amortecimento conduzem a resultados proximos para frequéncias
inferiores a duas vezes a frequéncia fundamental da camada;

0 modelo com coeficiente de amortecimento modal constante € aquele que mais se
aproxima do amortecimento histerético;

o amortecimento tipo Rayleigh conduz a resultados sobrestimados sobretudo para
frequéncias préximas a do 2° modo de vibragdo e a tendéncia inverte-se para frequéncias
superiores 4 do 3° modo; no entanto, o ajustamento global é bastante aceitivel; estes
resultados estéo de acordo com a forma de ajustamento adoptada, conforme expressa pela
equacdo 34;

o modelo com coeficiente de viscosidade constante conduz a resultados subestimados para
as frequéncias mais altas, como seria de esperar pela equagio 38.

4 - CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou-se o desenvolvimento tedrico sobre a resposta harménica de uma
camada viscoeldstica em corte simples. Analisou-se a resposta da camada para vdrios tipos de
amortecimento € os estudos comparativos permitiram tirar as concluses seguintes:

em terreno homogéneo, o modelo com coeficiente de amortecimento modal constante é
aquele que mais se aproxima do amortecimento histerético do solo; 0 amortecimento tipo
Rayleigh conduz a um ajustamento global que se pode considerar aceitdvel;

em terreno estratificado, o nivel de amortecimento varia com a profundidade o que torna
dificil a escolha de um tnico valor representativo para o coeficiente de amortecimento
modal; nesta situagdo, a modelagio através de amortecimento tipo Rayleigh podera
constituir uma alternativa particularmente interessante e facil de incorporar num algoritmo
de resolugéo no dominio do tempo;
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¢ o modelo com coeficiente de viscosidade constante podera ser util em situagdes em que se
pretende filtrar a resposta nas altas frequéncias.
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