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RESUMO - Apresenta-se um estudo sobre a propagagdo de ondas elasticas de tensdo em
barras conicas e tronco-cénicas de comprimento finito, com o objectivo de desenvolver
uma solugdo analitica para os estados de tensdio que se manifestam quando determinado
impacto € aplicado sobre a base da barra, caminhando em direcgéo ao seu vértice.

O método € baseado na sobreposi¢do de ondas longitudinais que se propagam no nicleo
cilindrico da barra e de ondas reflectidas (longitudinais e transversais) que sfo criadas
junto & superficie lateral do cone, de modo a permitirem determinar o estado de tensdo em
qualquer sec¢fo circular do interior da barra.

Verifica-se que dessa sobreposigfo se geram trac¢des transientes susceptiveis de conduzir
a ocorréncia de fragmentos cénicos, cujas dimensdes permitem determinar a resisténcia a
trac¢do dindmica do material que constitui a barra. Exemplifica-se a aplicagdo do método
com resultados de ensaios laboratoriais.

SYNOPSIS - A study on the propagation of elastic stress waves in conical bars of finite
length is presented, for the purpose of developing an analytical solution to the stress states
created when a certain impact is applied to the base of the cone, traveling towards its apex.
The method is based on the superposition of longitudinal waves propagating along the bar
cylindrical core and reflected waves (longitudinal and transverse) which are created near
the lateral surface of the cone, in order to allow the determination of the state of stress at
any circular section inside the bar.

It was detected that such a superposition generate tensile stresses that may lead to failure
by means of conical fragments, whose dimensions are useful for the measurement of the
dynamic tensile strength of the material forming the bar. Application examples of the
method in lab tests are provided.

Palavras-chave — Resisténcia a tragdo dindmica; ensaios laboratoriais; ondas elasticas.
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1-INTRODUCAO

As investigagOes cientificas sobre a propagacio
de ondas em barras conheceram desenvolvimento
durante a primeira guerra mundial (1914-18) dada a
necessidade de determinar as formas das ondas de
tensdo produzidas pelo impacto de projécteis e pela
explosio de detonadores. Apesar de alguns
desenvolvimentos tedricos terem sido apresentados
ainda no século XIX (Pochhammer, 1876; Bell,
1873) sobre a propagagio de ondas em meios
confinados, s6 em 1914 B. Hopkinson efectuou
experiéncias  laboratoriais com barras longas
destinadas a medir a transmissio de impulsos em
corpos solidos. As barras tinham originalmente
seccdo circular (Hopkinson, 1914) e mais tarde
envolveram secgdes quadradas e rectangulares
(Morse, 1948), nido circulares (Barr, 1962) e
varidveis (Gaines e Volterra, 1966).

As principais investigagdes que eram realizadas
com tais barras incidiam sobre o estudo de
problemas dinidmicos ligados ao c omportamento de
pecas prismaticas de trens de aterragem de avides e
outros sistemas mecanicos, tendo sido auxiliadas
consideravelmente pela invengiio dos extensémetros
eléctricos em 1930 e dos tubos de raios catddicos,
também na mesma década.

Davies e Hunter (1963) deram conta dos
progressos realizados até entdo, considerando a barra
de Hopkinson como o processo mais adequado para
efectuar ensaios dindmicos sobre materiais s6lidos.

Recentemente, a electrénica tem contribuido
para a aquisi¢io de dados dindmicos a cada vez
maiores velocidades de registo, sendo de destacar as
investigagdes especificas sobre materiais polimeros
(Hilling, 1985) e viscoelasticos (Zhao e Gary, 1995).

Em relagio a barras de geometria conica, as
contribuigdes conhecidas ndo tém sido muitas, talvez
por serem pouco utilizadas em construgio metalica e
devido a complexidade da modelagio matematica
da propagacdo ondulatoria através das mesmas. A
primeira analise conhecida sobre a propagacio de
um impulso longitudinal ao longo de uma barra
cénica foi desenvolvida por Landon e Quinney em
1923, que usaram esse tipo de barra para medir as
pressdes libertadas pela detonagdo de explosivos.
Kolsky (1963) no seu importante livro “Stress
Waves in Solids”, dedica quatro paginas a
propagagdo de ondas longitudinais em barras
conicas, introduzindo as equagdes diferenciais do
movimento, embora sem incluir a reflexdo de ondas
nas paredes laterais das barras, e considerando-as de
comprimento infinito.

Entretanto, o utras c ontribuigdes ( experimentais,
analiticas e numéricas) sobre aplica¢des das barras
conicas t€m sido apresentadas, nomeadamente as
seguintes:

a) O impacto de projecteis conicos e tronco-
conicos contra obsticulos sélidos (Graff,
1975).

b) A vibragdo longitudinal de barras conicas
(Abrate, 1995).

c) A utilizagdo de modelos tronco-cdnicos do
terreno (Meek e Wolf, 1992), como
equivalentes  dindmicos de  estruturas
circulares que transmitem vibragdes as
fundacdes, de modo a analisar o
comportamento dindmico destas, através de
algoritmos mais simples do que os
relacionados com o espago semi-infinito.

Mais recentemente, Hu, Eberhard e Schielen
(2000 e 2001) produziram avangos importantes no
calculo simbdlico da propagagio de ondas
longitudinais em barras, assim como na
experimentagio destes fendmenos por meio de
vibrometros de  “laser-doppler”. Em especial, estes
autores resolveram, com métodos de algebra
computacional, o problema classico do impacto de
uma barra tronco-conica sobre o terreno rigido,
efectuando a respectiva validagio através da
aplica¢éio de técnicas numéricas (elementos finitos e
elementos de contorno).

E interessante assinalar que Eberhard, Hu e
Schiehlen (2000) afirmam textualmente que “para
uma barra conica de comprimento finito, em que a
reflexdo de ondas deve ser considerada, ndo é do
nosso conhecimento que existam resultados
analiticos para a propagag¢do de ondas”.

O presente artigo pretende c ontribuir para uma
solugdio dessa lacuna, ao mesmo tempo que sugere
um método novo de ensaio de materiais frageis
(como betdo e rochas) para determinar a sua
resisténcia a tracgdo dinamica.

2 - DESCRICAO DO PROBLEMA

Considere-se uma barra coénica de seccdo
circular formada por um material tipo CHILE
(continuo, homogéneo, isétropo e linear elastico), e
suspenso por dois fios de uma estrutura rigida (Fig.
1).

A forma geométrica da barra € caracterizada por
um comprimento L e um dngulo no vértice €2, sendo
o raio da base circular evidentemente dado por:

R.=Lig )

As propriedades elésticas dindmicas do material
que constitui a barra sdo o médulo de YoungE, o
coeficiente de Poisson v, as velocidades de
propagagdo das ondas longitudinais C, e transversais
C;, além da massa volimica p.
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Fig. 1 — Representagio esquematica de uma barra cénica suspensa e submetida a impacto longitudinal.

Supondo que a base do cone recebe um impacto
que lhe transmite uma tensfo dindmica o,, procurar-
se-4 analisar a propagagdo dessa perturbagio através
do corpo coénico, sendo necessdrio adoptar um
conjunto de aproximagdoes, seguidamente
enumeradas.

Consideram-se planas as sec¢des transversais
perpendiculares ao eixo de simetria do cone, assim
se mantendo durante a passagem do impulso.

Admite-se que a tensdo dindmica incidente sobre
qualquer sec¢dio transversal é uniforme.

Supde-se ainda que a velocidade de propagacio
da onda incidente ao longo do cone é constante (e
igual a C;, que € uma propriedade caracteristica do
material que o constitui).

Também a forma da onda n3o se altera com a
distdncia percorrida, ou seja, ndo se considera o
fenémeno de dispersio durante a referida
propagagﬁo('), nem a atenuagdo’” da tensdo
associada a frente de onda, dada a reduzida
trajectoria que lhes permite o corpo de geometria
cénica.

Assume-se ainda que a barra cénica ndo sofre
vibragdes transversais nem flexurais mas apenas
longitudinais, em consequéncia do impulso recebido.

A natureza deste impacto deve garantir uma
axialidade perfeita com a barra cénica, podendo ser
aplicada de diversas maneiras: por meio de choque
com um péndulo, ou o disparo de um fulminante, por
choque de um sdlido cilindrico, etc.

Considerando a primeira hipdtese, é possivel
estabelecer a ordem de grandeza da tensdo aplicada
ao cone, a partir do conhecimento da oscilagdo que
sofre o péndulo. Com efeito (ver Fig. 2) no momento
do impacto a energia cinética do péndulo iguala-se &
energia potencial, de valor igual a :

U=¢G, r(cos P~ cos a) 2)

Fig. 2 — O impacto aplicado pelo péndulo e os seus
parametros (peso G,, dngulo de queda o e dngulo de
subida 3) sobre uma barra cénica de peso G,

Em termos de tensdes, € transmitida a barra
cénica no momento do impacto uma velocidade de
particula igual a v, pelo que a tensdo dindmica
correspondente sera (Kolsky, 1963):

oo=pC,vV 3)

Para determinar v, utiliza-se a teoria do choque
elastico entre dois sélidos, segundo a qual apds o
impacto ambos adquirem uma velocidade comum
dada por:

® Define-se dispersdo como a mudanga da
forma de uma onda ao longo da sua propagagdo,
pelo facto de as suas componentes de maior
frequéncia possuirem maior velocidade que as de
menor frequéncia.

¢ Define-se atenuagdo como a redugdo da
amplitude de um impulso ao propagar-se num sélido
em face da distincia percorrida ocasionar perdas de
energia ondulatéria, devidas aos seus mecanismos de
atrito interno.




92

C. Dinis da Gama

G +G,

onde v, e v, sdo as velocidades iniciais dos dois
corpos (neste caso v,=0) e G; e G, os respectivos
pesos. A velocidade do péndulo é determinada por:

v = [2gr(cos B —cos af)]o'5 (5)

e assim a velocidade vibratéria transmitida a barra
sera:

ve G, [2gr(cos p- cosaf)]o'5
G, +G,

(6

Deste modo, a forga total aplicada sobre a base
do cone €, portanto:

F = pCpvA @)

onde A é a respectiva area (4 = R.).
Os efeitos da propagagdo desse impulso sobre a
barra cénica sio analisados seguidamente.

3- PROPAGACAO DE ONDAS NA BARRA
CONICA

Como qualquer c orpo s 6lido que sofre a acgéo
de uma solicita¢do subita (ou de intensidade variavel
com o tempo) a barra cénica serd percorrida por
vibragGes que transportam tensdes dindmicas.

Dada a simetria axial ¢ supondo ser essa a
direc¢do do impacto recebido, considera-se que as
primeiras vibragdes serdo longitudinais, ou seja, com
as particulas da barra a vibrarem na mesma direcgio
da propagacdo ondulatdria.

De acordo com a teoria destas propagagdes, vao
ocorrer reflexdes sucessivas na superficie lateral da
barra conica, para as tensdes dinimicas que est3o
associadas aos raios de onda mais periféricos. Numa
dada secgdo intermédia da barra, situada a distancia
L, da sua base (ver Fig. 3), onde se supde estar a
frente da onda incidente, a que corresponde uma
sec¢do de raio R,, poder-se-a dividir o volume da
barra em duas partes:

- 0 nicleo central da barra, onde se propaga o
que resta da onda longitudinal, suposta com
tensdo igual a 64 e que se designa por zona
cilindrica de propagacgdo;

- a superficie lateral da barra, formada pela
coroa circular de é4rea w (RZ-R.)
denominada zona cdnica de propagagdo.

Na zona coénica assim definida ocorre o
fenémeno da reflexdo das ondas ai incidentes, o qual
da origem a duas ondas reflectidas, respectivamente
uma longitudinal (RL) e outra transversal ou de corte

(RT). Face a geometria da barra cénica o angulo de
incidéncia é:

a, =90°- % (8)

e os dngulos de reflexdo sdo o, para RL e B para RT.
A relagdo entre estes angulos ¢ dada pela
conhecida lei de Snell:

sinay; sina sin
c "¢ "¢ : ©)
P P s
sendo obviamente o = o, e o dngulo f dado por:
C
B = arc sin —’cos£ (10)
c, 2

Por outro lado, relagio entre as amplitudes das
3 ondas (A, para incidente, A, para RL e A; para
RT) é proveniente das duas equacdes (Kolsky,
1963):

2(A;-Ay)cosasinB-A;cos2f=0 (11

(A;+A;)cos 2B sina - Aj; sin B sin 2P =0(12)
obtém-se a

Eliminando A; entre as duas,

relagdo:

2cosasin® Big2 f—sinacos? f

4, = 4, (13)

2cosasin® fig2 f+sinacos? f

envolvendo as tensdes associadas a onda reflectida
longitudinal A2 e a da onda incidente Al.

A amplitude da onda reflectida transversal
obtém-se também a partir da amplitude da onda
incidente A1, através da relag@o:

2
A
+sin Bsin2p

sino cos 23

4 cos 23 14

2cos a sin

Face & citada divisio de zonas (cilindrica e
cénica) atribui-se o seguinte valor a amplitude da
onda incidente:

A, =7 R* oy (15)
que integra toda a propagagio até a distancia L, da
base do cone.

A relagio entre os dois raios é simplesmente:

- (16)
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Ol, — Frente da onda incidente (amplitude A,, no instante t;)
Ol — Frente da onda incidente quando o raio RL atinge o eixo do cone (instante t,)

RL — Raio da onda reflectida longitudinal (A,, no instante t,)
RT — Raio da onda reflectida transversal (A, no instante t;)
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Fig. 3 — Situagdo correspondente a distdncia L, da base de divisdo da barra em duas zonas (a cilindrica ¢ a

cbnica).

Quanto as trajectorias das ondas reflectidas, elas
convergem em pontos diferentes situados sobre o
eixo de simetria do cone. Por relagdes
trigonométricas simples determina-se (ver Fig. 3)
que a onda reflectida longitudinal converge para a
distancia:

L =L, +R, cotg 2 a7
¢ a onda reflectida transversal para:
Q
Ly=L,+R, ’g(ﬂ—?J (18)

Entretanto, a onda incidente que continua a
propagar-se¢ no nucleo central da barra possui uma
frente mais adiantada do que a RL, a uma distincia
desta dada por:

L-L R
1 a a (19)

L, =
cos 2  sin Q2

Para além das posi¢des relativas das frentes de
ondas, interessa também determinar as respectivas
separac¢des em fungio do tempo.

Assim, supondo que o impacto inicial na base da
barra conica ocorreu no instante t;, a frente de onda
longitutudinal atinge a distancia L, no instante:

Ly 20)
p

t] =t0+

Apos fendmenos de reflexdo, a onda RL atinge o
eixo do cone no instante:

@D

¢ t+L‘
2=h v ——
CP

por se propagar & mesma velocidade de onda
incidente, embora na barra esteja atrasada do factor
cos Q.

Ja a onda RT, por se propagar a velocidade
C, < C,, chegara ao eixo de simetria no instante:

sin 2

oy, b
cos (ﬂ ——2—)Cs

A Figura 4 esquematiza as posi¢des relativas das
frentes de onda.

A importancia das posi¢des relativas ¢ essencial
para a determinag@o das tensdes resultantes ao longo
da propagacdo ondulatdria, assumindo particular
importancia a sobreposi¢do entre a onda incidente
(de compressdo) e a RL (de tracgdo).

=t + 2)
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4 — TENSOES DINAMICAS NA BARRA

De acordo com a ja referida separagdio de
propagages na barra conica, admite-se que no
niicleo central se desloca a onda longitudinal
incidente e ap6s ela as ondas reflectidas
(longitudinal e transversal) provenientes da zona
cénica periférica da barra.

Devido &4 geometria cénica do corpo, a onda
incidente central vai diminuindo de intensidade a
medida que se aproxima do vértice do cone. Em
contrapartida, as ondas reflectidas aumentam de
importincia com a propagagdo, atingindo valores
maximos junto do referido vértice.

As energias associadas as duas propagagdes
reproduzem a energia inicial recebida pelo impacto
na base do cone. Com efeito, considerando a
amplitude da onda incidente:

A =7 R} o, (23)
e a da onda da zona conica:
4, ={R? - R o 4)

as suas variagBes ao longo do eixo do cone
dispdem-se de acordo com a representagdo que
consta da Figura 5.

Através da mesma verifica-se que a onda
incidente de compressdo se extingue ao atingir o
vértice do cone.

A condigiio de igualdade das energias ¢ dada
por:

2{R2-R?)== R? (25)
ou seja, para um raio da barra conica de:
R
R=-—% (26)

V2

correspondente a uma distincia & base do cone de:

R
Ly =—= cotg-“(—2

V2 2

Em termos de tenstes dindmicas, a sobreposigdo
permite determinar o somatério entre a tensdo de
compressdo associada a onda incidente ¢ as tensdes
associadas as duas ondas reflectidas que the sucedem
no tempo € no espago.

Para tal ¢ necessario determinar as respectivas
amplitudes A, e A3, em especial A, (da onda RL) por
transportar tracgdes. Ja a onda reflectida transversal
(RT) ndo ¢ directamente sobreponivel a onda
incidente, por se propagar mais atrasada no tempo, e
para tal é necessdrio determinar as respectivas
amplitudes A, e A;, em especial A; (da onda RL) por
transportar tracgdes. J4 a onda reflectida transversal
(RT) ndio ¢é directamente sobreponivel a onda
incidente, por se propagar mais atrasada no tempo e
no espago, além de ocasionar vibragBes transversais
distintas das longitudinais que caracterizam as outras
duas ondas.

@7n

DISTANCIAS: :: Li >
‘ J:.__KlLi —
—L,—n '
'KZL' ' :
]

K =cos Q

K2=sinQtg (B' o l
2

to

TEMPOS:

sinES - ﬁlcs

Fig. 4 - Distancias percorridas e tempos de trajecto das vérias frentes de ondas que se propagam na barra cénica
(OI - onda incidente, RL — onda reflectida longitudinal e RT — onda reflectida transversal).
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Fig. 5 — Variag8io das energias associadas & propagac#o, segundo a divisdo da barra em zona cilindrica ¢ zona

conica.

Assim, expressando de forma mais simples as
amplitudes em fungéio de A,, tem-se:

A2 = k2 A] (28)
As=ks A 29)

As grandezas k, e k; incluem o &ngulo de
reflexdo da onda transversal, B, que, como foi
referido, € dado por:

C
B = arc sin| — cos 2 30)
Cp 2

O quociente entre as velocidades das ondas S e
P ¢é obtido (Kolsky, 1963) a partir do coeficiente de
Poisson v, por:

1
B =arc sin[%} ? (€2))

Nestas condi¢Bes, apresenta-se na Figura 6 as
variagdes das amplitudes das ondas reflectidas com o
coeficiente de Poisson do material da barra e para
varias geometrias do cone, dadas pelo seu dngulo no
vértice.

O grafico da Figura 6 permite extrair
importantes conclusdes, que se podem resumir nos
pontos seguintes.

a) As ondas reflectidas pela superficie lateral
da barra conica dependem
consideravelmente da forma geométrica
desta (Q) e do coeficiente de Poisson v do
material que a constitui.

b) Enquanto que as amplitudes da onda
reflectida transversal ndo mudam de sinal, as
de onda reflectida longitudinal podem
transportar compressées ou  tracgdes,
conforme os valores de Q e v.

c) As trac¢Bes associadas & onda RL ocorrem
para valores elevados do coeficiente de
Poisson (geralmente para v > 0,25), embora
possam gerar-se para valores menores que
esse, quando o &ngulo do vértice do cone
assume valores pequenos (inferiores a 10°).

d) Para fins de experimentagdio destinados a
determinar a resisténcia a trac¢dio dindmica
de materiais solidos, € conveniente preparar
provetes conicos com reduzidos valores do
angulo no vértice, devendo ser previamente
conhecido o respectivo coeficiente de
Poisson.

Na mesma linha de interpretag@o do fenémeno ¢
interessante determinar os valores da tensdo
resultante que actua no eixo de simetria da barra
cbnica, tensdo essa que resulta da sobreposi¢do da
componente incidente que percorre o nicleo central
da pega e a componente reflectida longitudinal.

Esta sobreposi¢do depende fundamentalmente
das duas variaveis ja citadas (o 4ngulo no vértice do
cone e o coeficiente de Poisson).

Graficamente essa variagdo & apresentada na
Figura 7, através de quatro diagramas (um para cada
valor do coeficiente de Poisson) que traduzem a
propagagdo das ondas através da barra (eixo das
abcissas) e a tensdo resultante (de compressdo ou
tracgdo), para diversos valores do dngulo no vértice.

Verificam-se conclusdes similares as ja referidas
a proposito da Figura 6, assinalando as combinagdes
de variaveis que poderdo conduzir o corpo a rotura
por tracgdo.
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Fig. 6 — Variagio da relagiio entre as amplitudes das ondas reflectida longitudinal (RL) e reflectida transversal
(RT) com a amplitude da onda incidente (I)’, para vérios coeficientes de Poisson do material que constitui a barra
¢ dngulos no vértice do cone, Q.
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Fig. 7 — Representagdo grafica dos valores da tensdo resultante sobre o eixo da barra cénica com a distincia
percorrida, para quatro coeficientes de Poisson e varios dngulos no vértice.

5 — APLICACAO A DETERMINACAO DA
RESISTENCIA A TRACCAO DINAMICA

Uma vez preparados - exemplares cénicos do
material que se pretende ensaiar ¢ submetendo-os a
aplicagdo de um impacto, conforme indicado na
Figura 2, obtém-se fragmentos conicos que se
destacam da zona préxima do vértice (ver
fotografias da Figura 8).

Apds cada ensaio devem ser registados os
valores da energia de impacto inicial e as dimensdes
da barra cénica e do fragmento destacado (sua
altura e seu didmetro). O coeficiente de Poisson do
material deve ser determinado, de preferéncia por
métodos dindmicos (ultra-sons, por exemplo), ou,
em alternativa, ser conhecida a relagfio entre as
velocidades de propagagfio das ondas S e P, para o
material sob ensaio.

A Figura 9 mostra as distincias relativas e
dimensdes dos componentes da barra cénica que
permitem calcular a resisténcia dindmica procurada.

A marcha de célculo envolve os seguintes
passos:

a) Determinar a distdncia entre o plano da
fractura e¢ a frente de onda incidente que
provocou a onda reflectida longitudinal
responsavel pela rotura.

Essa distdncia corresponde ao segmento
Ll-La representado na Figura 3 e ¢
fornecida pela seguinte relagdo:

L, -L, =R, cotg 2 (32)
Como, por outro lado, o raio R, da sec¢do
circular do cone a distincia L, é dado por

R, =(L—L,,)tg§ (33)

substituindo na primeira expressdo e simplificando
obtem-se :

2L, —L(l—tgz 52“)-)

L =
1+t2£
& 2

a

(34)

Uma vez determinado L, calcula-se R, pela
segunda expressdo acima, ficando assim a
conhecer-se as dimensdes das zonas cilindrica e
coOnica que originaram a rotura observada.

b) Em seguida determinam-se as solicitagdes

dindmicas actuantes, comecando pelo
impacto inicial:

G, [2gr(cos B-cosar) 03

35
G, +G, (33)

o9 =pC),
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Fig. 8 — Sistema de péndulo para aplicagdo de cargas dindmicas e exemplos de fracturas obtidas em barras

coénicas.
0 W Ln e b
} ZONA CILINDRICA
Jiipe o S s i e e
Ra
Re

Fig. 9 — Meia secgfio longitudinal da barra cénica com os pardmetros geométricos que permitem calcular L, e R,

partindo dos valores medidos de L; € R;.

que ocasiona a distdncia L, da base do cone duas
forcas de valores, respectivamente:

F, =z(R? - R2) o7y (36)
para a zona cénica €
F,=n Rlo, 37

para a zona cilindrica.

c) Segue-se o calculo da forca associada a onda
reflectida longitudinal que se processa a
partir da relagdo ja4  apresentada
anteriormente:

2sin%sin2ﬂtg2ﬂ—cos%0052ﬂ
F.=F, = (3%)
2sin?sin2 ,Btg2,[2’+cos—2—0032ﬂ

sendo o angulo de reflexdo de onda transversal dado
por:

P =arc sin [g—s cos£22—— 39)

p

Assinale-se que na maioria dos casos F; possui
sinal negativo, correspondente a uma solicitagdo de
trac¢do dindmica.

d) Finalmente, determina-se a tensdo de rotura

dinAmica a trac¢do, através do quociente
entre a forga resultante que actuava sobre a
sec¢do onde ocorreu a fractura (raio Rl), isto
é:

o0 qual é um valor mensuravel.

Quando a forca resultante, considera-se igual a
sobreposi¢io da referida amplitude F, com a
amplitude da onda incidente nesse ponto, que possui
o valor:

F, = 4,0, 41
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dinimica de materiais sélidos

Logo, a tensdo de rotura procurada seré:

— |Fr|—Fi

oF
Al

(42)

Exemplo de aplicagéio
A marcha de cilculo correspondente a um

exemplo concreto em que se submeteu uma barra
conica de pasta de cimento com as seguintes
dimensdes:

- Alturado cone: 31 cm

- Diémetro da base: 8 cm

Deduz-se que o dngulo no vértice do cone vale
0=147° ¢ o seu peso de 12,21 N, usando uma
massa volimica de 2.400 kg/m3.

Depois da instalagdo do eixo do cone na posi¢do
horizontal, a sua base foi submetida ao impacto de
um péndulo com 68,41 N de peso € comprimento de
0,794 m, o qual oscilou a partir de um angulo de
queda de 20° e um de subida de 14°.

A energia assim aplicada sobre a base do cone
imprimiu uma tens3o dindmica inicial de:

oy =449 MPa
considerando que o material possuia uma velocidade
de propagacdo das ondas longitudinais de 3200 m/s e
um coeficiente de Poisson igual a 0.25. Foi medido o

didmetro da base do fragmento obtido, tendo
resultado 2,3 cm.

Segue-se o calculo das varidveis mais
importantes do método, pelas expressdes acima
referidas, fornecendo:

k,=-0,197

R,=2,26 cm
conduzindo assim a uma resisténcia dindmica a
rotura por tracgdo do material ensaiado igual a —2,80
MPa.

6 —PROPAGACAO ONDULATORIA E
ROTURA EM TRONCOS DE CONE

Utilizando o método anteriormente descrito €
possivel extrapola-lo para a solug&o do problema da
transmissdo de vibragdes longitudinais em corpos
solidos de geometria tronco-cénica. Com efeito, se
na base maior de uma barra com essa forma for
aplicado um impacto que the transmita uma tensio
inicial ©°,  propagar-se-A uma onda incidente
compressiva longitudinal no nicleo central do corpo,
ao mesmo tempo que ondas reflectidas de vibragéo
longitudinal e transversal vdo sendo geradas na
periferia (ver Figura 10).

0

Ry

Ry

Fig. 10 — Esquema da propagagdo ondulatéria em barra tronco-conica mostrando a sec¢do de raio Ry que separa
ondas incidentes que produzem ondas reflectidas longitudinais simples (RL’) e bi-reflectidas (RRL).

As principais diferencas relativamente a
propagacdio em barras cOnicas sdo em seguida
mencionadas.

a) A onda incidente atinge a extremidade

oposta da barra, supondo-se com orientagdo
perpendicular a esta, nfo se extinguindo mas

sim dando origem a uma onda reflectida de
sinal contrario (tracgdo, portanto) se a
extremidade estiver livre. Esta tltima onda
propaga-se de volta a base maior, atingindo-
a 2L/c segundos apds o impacto original.
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b) As ondas reflectidas pela parede lateral do
cone p ercorrem um trajecto mais longo do
que nos cones simples, podendo sobrepor-se
4 onda incidente, quer no seu percurso de
ida, quer no retorno a origem.

¢) Em determinadas circunstincias, as ondas
reflectidas podem sofrer uma segunda
reflexdo na superficie livre correspondente a
base menor da barra, proporcionando
sobreposi¢des mais complexas na regido
central do sélido.

d) Nio obstante, € possivel estabelecer as
ordens de grandeza das tensdes dinidmicas
resultantes, com especial destaque para as
suas componentes de tracgio, pelo facto
destas se associarem geralmente a
fenémenos de rotura.

Vejamos em seguida as citadas sobreposicdes,
admitindo que a posi¢gdo de partida das ondas
reflectidas (raio R,) pode assumir duas situagdes
distintas: quando R >R, ou quando for R,<R,, em
que Ry representa o raio da sec¢do transversal da
barra em que a onda reflectida longitudinal atinge o
centro da base menor da barra (ver Figura 10).
Assim se separam 0s €asos em que SO ocorre uma
reflexdo, daqueles caracterizados por reflexdes
duplas.

De acordo com os simbolos da figura,
demonstra-se que

LigR/2-R
0 == ' (43)
cotgigR/2-1

resultando para o raio da secgio transversal em que a
onda longitudinal reflectida alcanga o eixo de
simetria da barra, os seguintes valores:

-nocaso: R, > R,:

Ry =R,(1-cot gQ.1g02/2) (44)
-nocaso: R, <Ry:

. (R, —R ML, -L+R, /1tg02)

Rs' = R2 L

No primeiro” deste casos, considera-se que a
sobreposig¢do de ondas que ocorre sera formada pela
resultante da reflexdo da onda incidente OI na
extremidade livre de raio criando uma solicitagdo de
tracg@o com o valor:

— 2
F, =-nR.0, (46)

a que se soma a intensidade da onda reflectida
longitudinal RL’:

4s)

F; =k'zr(R2 - R?) 7

onde k’ representa a relagio entre amplitudes ja
enunciada a proposito das barras cénicas (coeficiente
k).

No segundo caso, mantém-se o valor de F, e a
segunda parcela sera formada pela onda que se
reflecte na base menor do tronco de cone,
produzindo a onda RRL que transporta uma
intensidade:

F!=—k'z(R? - R2 )0, (48)

em que k’’ traduz a relagio de amplitudes entre RL”’
e RRL, cujos angulos de incidéncia e de reflexdo sdo
iguais a ), pelo que essa relagdo ¢ dada por:

_ 2cos £2.5in 2 5.5in 26 —sin .cos? 26

k'
2 cos 2.s5in’ 8.5in 28 + sin Q.cos* 268

(49)

onde 8 ¢ o angulo de reflexdo da onda transversal
gerada sobre a extremidade da barra, cujo valor
provem da lei de Snell:

P

8= arcsin(—cqs—.sin .Q] (50)

.

Em geral, a tensfo transportada pela onda RL’’ €
de sinal contrario a que possui RRL.

Nestas condigdes, a resultante das trés ondas (Ol
reflectida, RL’ e RRL) depende da grandeza do
angulo de conicidade da barra e também do
coeficiente de Poisson. A sua variagio estd ilustrada
na Figura 11.

Finalmente, resta aplicar os testes de propagagéo
de ondas de tensio em barras tronco-comicas a
determinagdo da resisténcia a trac¢do dindmica do
material que constitui a barra.

Uma vez submetida a barra a acgdo do impacto
de um péndulo na sua base maior, registam-se os
valores dos pesos do péndulo e da barra, assim como
os seus dngulos de queda e de subida. Ao ser
atingida a rotura de um dado fragmento da barra,
mede-se o didmetro da sua base, que representa 2 Rs
(ver Figura 10). Haverd que determinar entdo qual
das duas situagdes de reflexdo provocou tal rotura e,
para isso, calcula-se sucessivamente Ry, R, e R, a
fim de estabelecer qual das desigualdades (Ro <R, ou
Ro>R,) € coerente.

Uma vez tirada esta duvida, prossegue-se com a
obtengdo dos valores de k’ e k¥, e
consequentemente com a tensio resultante da
sobreposi¢do da onda longitudinal que se reflectiu na
base menor da barra, com a onda reflectida
lateralmente (RL** ou RRL, conforme os casos), que
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Fig. 11 — Variagdo dos valores da tens3o resultante sobre o eixo da barra tronco-cénica com a distancia
percorrida pelas ondas, para quatro coeficientes de Poisson e varios dngulos da superficie cénica.

representa a resisténcia a trac¢dio dindmica do
material constituinte da barra.

Um exemplo numérico possui os seguintes
valores, com os simbolos constantes da Figura 10:
Barra: L= 24,4 cm; R1=4 cm; R2=0,85 cm
Péndulo: G;= 68,41 N; r=79,4 cm; a=35°; f=23,5°
Material: p=2400 kg/m3; C,=3200nvs; v=0,25
Dimensdes do fragmento: R:=1,88 cm
Os principais resultados do calculo sio:

Ry=1,67 cm; R,=3,69 ¢m; 0,=8,05 MPa; k’=-0,197;
k’=-0,901
Tensdo de rotura a tracg@o dindmica: -2,69 MPa.

7 - CONCLUSOES

Utilizando certas aproximagdes que se
consideram aceitdveis & escala laboratorial,
desenvolveu-se um método de analise das tensSes
dindmicas geradas no interior de barras conicas e
tronco-cénicas que sofrem um impacto na sua base.
Essas tensdes em cada instante seriam o resultado da
sobreposi¢do de uma onda longitudinal que se
propaga no micleo central da barra, com as tensdes
associadas as ondas reflectidas (longitudinal e
transversal) geradas ao longo da sua superficie
conica lateral.

Considerando apenas a onda reflectida
longitudinal que em determinadas circunstincias
transporta tensdes de trac¢do, verifica-se que as
tensoes resultantes da sua soma com a amplitude da
onda incidente compressiva, podem ultrapassar a

resisténcia a tracgdo do material que constitui a
barra, servindo assim como técnica de ensaio para
uma propriedade ainda pouco conhecida dos corpos
solidos e que ainda parece ndo ser objecto de
qualquer norma de ensaio.

Identificaram-se as principais caracteristicas dos
provetes a submeter a este ensaio, como a sua
geometria (definida pelo dngulo no vértice do cone)
e a sua constituigio (nomeadamente o seu
coeficiente de Poisson), os quais devem ser
previamente estabelecidos para que os testes sejam
conclusivos.

Através de exemplos de aplicagio do método
ilustrou-se a sua facilidade operacional e as suas
potencialidades.
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