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Editorial 
António Gomes Correia 
Editor da Revista Geotecnia 
 

 
Neste número gostaria de começar por agradecer a todos os membros da equipa editorial do biénio 
2021-2022, aos editores convidados, bem como a todos os autores e revisores pelo apoio prestado à 
revista Geotecnia e que muito contribuíram para a concretização dos objetivos traçados para o 
biénio. Destacaria também a consolidação da plataforma da revista Geotecnia no que respeita à 
gestão e divulgação dos artigos assegurada pela Imprensa da Universidade de Coimbra, com recurso 
à utilização da plataforma "Open Journal System" (OJS) e, sobretudo, no apoio à submissão de 
propostas de indexação às principais agências internacionais, nomeadamente à SCOPUS e à 
Clarivate/ WoS. Neste contexto é com grande regozijo da equipa editorial que informo que a revista 
Geotecnia está já indexada na DOAJ, na EBSCO e na SHERPA/ROMEO e mereceu também a 
decisão positiva de ser incluída na SCOPUS. Assim, é espectável que durante os próximos meses os 
artigos da revista Geotecnia apareçam listados na SCOPUS. Este reconhecimento da qualidade 
científica da revista Geotecnia alavanca novos desafios futuros para posicionar a revista Geotecnia 
como uma revista científica líder e de excelência na área da geotecnia em língua portuguesa e 
espanhola à escala mundial. Para tal atualiza-se neste número a estrutura da composição da equipa 
editorial para o biénio 2022-2023 visando uma maior celeridade no processo de revisão dos artigos 
e também aumentando a diversidade de género e alargando a representatividade institucional e 
internacional. Assim, a equipa editorial passa a ser constituída pelo Editor (SPG-Portugal), dois Co-
Editores (ABMS-Brasil, SEMSIG-Espanha), seis Editores Associados (2 SPG, 2 ABMS e 2 
SEMSIG) e 48 membros da Comissão Editorial (15 Brasil, 1 Chile, 15 Espanha, 1 EUA, 1 França, 
14 Portugal, 1 Reino Unido). 

Esta equipa editorial para o biénio 2022-2023 continuará a contribuir para reforçar o crescimento da 
revista em termos de artigos de elevada qualidade, bem como na identificação de temas emergentes 
a nível global, potenciais para edições temáticas especiais, para além de alargar a divulgação da 
revista Geotecnia nos fóruns em que participam. 

Está já em preparação uma edição especial sobre o tema “A Geotecnia como referência da 
Engenharia Portuguesa” relativo ao seminário evocativo dos 50 anos da SPG, integrando vários 
artigos, nomeadamente preparados pelas comissões técnicas da SPG e por ilustres membros da 
comunidade geotécnica. 

Aproveita-se também a oportunidade para divulgar o prémio “Úlpio Nascimento”, no biénio 2020-
2021, atribuído por unanimidade aos seguintes dois artigos: 

“Validação de modelos simplificados de previsão do tempo de liquefação através de ensaios de 
centrifugadora”, da autoria de: Sara Rios, Maxim Millen, António Viana da Fonseca, Pedro 
Santos, Giuseppe Mudanò (Geotecnia nº 148 – março/marzo/march 2020 – pp. 31-54); 
http://doi.org/10.24849/j.geot.2020.148.03 

“Modelos descontínuos na análise tridimensional do comportamento hidromecânico de 
fundações de barragens de betão”, da autoria de: Nuno Monteiro Azevedo, Maria Luísa Braga 
Farinha, Magda Sá, João Rocha de Almeida (Geotecnia nº 151 – março/marzo/march 2021 – pp. 
05-32); http://doi.org/10.24849/j.geot.2021.151.02 

Este prémio, instituído pela SPG com o objetivo de distinguir os artigos com maior interesse técnico 
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e científico publicados na revista Geotecnia no biénio anterior à atribuição do Prémio, procura 
fomentar a publicação de artigos originais e de elevada qualidade, a que se faz apelo à comunidade 
geotécnica de língua portuguesa e espanhola. 

 
En este número querría comenzar agradeciendo a todos los integrantes del equipo editorial del bienio 
2021-2022, a los editores invitados, así como a todos los autores y revisores, el apoyo brindado a la 
revista Geotecnia y su gran contribución para el logro de los objetivos trazados para el bienio. 
También destacaría la consolidación de la plataforma de la revista Geotecnia en cuanto a la gestión 
y difusión de artículos asegurada por la Imprenta de la Universidad de Coimbra, utilizando la 
plataforma "Open Journal System" (OJS) y, sobre todo, el apoyo a la presentación de propuestas 
indexadas a las principales agencias internacionales, a saber, SCOPUS y Clarivate/ WoS. En este 
contexto, con gran alegría para el equipo editorial les puedo informar de que la revista Geotecnia ya 
está indexada en DOAJ, EBSCO y SHERPA/ROMEO y también ha recibido decisión positiva para 
ser incluida en SCOPUS. De esta forma, se espera que en los próximos meses los artículos de la 
revista Geotecnia aparezcan listados en SCOPUS. Este reconocimiento a la calidad científica de la 
revista Geotecnia levanta nuevos desafíos futuros para posicionar la revista Geotecnia como una 
revista científica líder y de excelencia en el campo de la geotecnia en portugués y español a escala 
mundial. En ese sentido, en este número se actualiza la estructura y composición del equipo editorial 
para el bienio 2022-2023, buscando una mayor celeridad en el proceso de revisión de los artículos, 
aumentando también la diversidad de género y ampliando la representación institucional e 
internacional. Así, el equipo editorial ahora está formado por el Editor (SPG-Portugal), dos 
Coeditores (ABMS-Brasil, SEMSIG-España), seis Editores Asociados (2 SPG, 2 ABMS y 2 
SEMSIG) y 48 miembros del Comité Editorial (15 Brasil, 1 Chile, 15 España, 1 EE.UU., 1 Francia, 
14 Portugal, 1 Reino Unido). 

Este equipo editorial para el bienio 2022-2023 seguirá contribuyendo al reforzo del crecimiento de 
la revista en términos de artículos de alta calidad, así como a la identificación de temas emergentes 
a nivel global, potencialmente constitutivos de ediciones temáticas especiales, y a la ampliación de 
la difusión de la revista Geotecnia en los foros en los que participan. 

Ya está en preparación una edición especial sobre el tema “La geotecnia como referencia en la 
ingeniería portuguesa” en relación con el seminario conmemorativo de los 50 años de SPG, que 
incluye varios artículos, principalmente preparados por las comisiones técnicas de SPG y por 
miembros distinguidos de la comunidad geotécnica. 

Aprovechamos también para dar a conocer los ganadores del premio “Úlpio Nascimento” del bienio 
2020-2021, otorgado por unanimidad a los dos artículos siguientes: 

“Validação de modelos simplificados de previsão do tempo de liquefação através de ensaios de 
centrifugadora”, de los autores: Sara Rios, Maxim Millen, António Viana da Fonseca, Pedro 
Santos, Giuseppe Mudanò (Geotecnia nº 148 – março/marzo/march 2020 – pp. 31-54); 
http://doi.org/10.24849/j.geot.2020.148.03 

“Modelos descontínuos na análise tridimensional do comportamento hidromecânico de 
fundações de barragens de betão”, de los autores: Nuno Monteiro Azevedo, Maria Luísa Braga 
Farinha, Magda Sá, João Rocha de Almeida (Geotecnia nº 151 – março/marzo/march 2021 – pp. 
05-32); http://doi.org/10.24849/j.geot.2021.151.02 

Este premio, instituido por SPG con el objetivo de distinguir los artículos de mayor interés técnico 
y científico publicados en la revista Geotecnia en los dos años previos a su concesión, busca 
incentivar la publicación de artículos originales y de calidad, apelando para este fin a la comunidad 
geotécnica en portugués y español. 
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In this issue I would like to begin by acknowledging all the members of the editorial team for the 
biennium 2021-2022, the guest editors, as well as all the authors and reviewers for the support 
provided to Geotecnia journal and who have greatly contributed to the achievement of the objectives 
outlined for the biennium. I would also like to highlight the consolidation of the Geotecnia journal 
platform regarding the management and dissemination of articles ensured by the Coimbra University 
Press, using the "Open Journal System" (OJS) platform and, particularly, in supporting the 
submission of indexing proposals to the main international agencies, namely SCOPUS and 
Clarivate/ WoS. In this context it is with great pleasure that the editorial team informs that Geotecnia 
is already indexed in DOAJ, EBSCO and SHERPA/ROMEO and also deserved the positive decision 
to be included in SCOPUS. Therefore, it is expected that during the next months the articles of 
Geotecnia journal will appear listed on SCOPUS. This recognition of the scientific quality of 
Geotecnia journal leverages new future challenges to position Geotecnia journal as a leading 
scientific journal of excellence in the field of geotechnics in Portuguese and Spanish languages 
worldwide. To this end, the structure of the composition of the editorial team is updated in this issue 
for the biennium 2022-2023 aiming at improving the speed of the article review process and also 
increasing gender diversity and broadening institutional and international representativeness. Thus, 
the editorial team will consist of the Editor (SPG-Portugal), two Co-Editors (ABMS-Brazil, 
SEMSIG-Spain), six Associate Editors (2 SPG, 2 ABMS and 2 SEMSIG) and 48 members of the 
Editorial Board (15 Brazil, 1 Chile, 15 Spain, 1 USA, 1 France, 14 Portugal, 1 United Kingdom). 

This editorial team for the biennium 2022-2023 will continue to contribute to strengthen the growth 
of the journal in terms of high quality articles, as well as in the identification of emerging themes at 
global level, potential for special thematic issues, besides extending the dissemination of the 
Geotecnia journal in the forums in which they participate. 

A special issue is already being prepared on the theme "Geotechnics as a benchmark of Portuguese 
Engineering", related to the 50th anniversary seminar of SPG, including several articles prepared by 
SPG technical committees and by distinguished members of the geotechnical community. 

It is also taken the opportunity to publicize the "Úlpio Nascimento" award, for the biennium 2020-
2021, unanimously awarded to the following two articles: 

“Validation of liquefaction prediction models from geotechnical centrifuge tests results”, by: 
Sara Rios, Maxim Millen, António Viana da Fonseca, Pedro Santos, Giuseppe Mudanò 
(Geotecnia nº 148 – março/marzo/march 2020 – pp. 31-54);  
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“Discontinuum models in three-dimensional hydromechanical analysis of the behaviour of 
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Sá, João Rocha de Almeida (Geotecnia nº 151 – março/marzo/march 2021 – pp. 05-32); 
http://doi.org/10.24849/j.geot.2021.151.02 

This award, established by SPG with the aim to distinguish the articles with the greatest technical 
and scientific relevance published in Geotecnia journal in the biennium prior to the award, seeks to 
encourage the publication of original and high quality articles, which are appealing to the Portuguese 
and Spanish speaking geotechnical community. 
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EDITOR 
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de pavimentos semirrígidos constituídos por camada de solo tratado com cimento e, consequentemente, no seu 
dimensionamento. Com base na modelação numérica pelo método dos elementos finitos, através do programa 
ADINA, foram estudadas duas estruturas de pavimento com capacidade de carga equivalente, mas 
caracterizadas pela diferença de espessura da camada superior betuminosa, refletindo metodologias distintas de 
conceção de pavimentos semirrígidos. Os resultados da modelação permitiram concluir que a espessura da 
camada betuminosa e a existência de fendas podem influenciar os estados de tensão e deformação na estrutura 
do pavimento e, consequentemente, conduzirem a uma redução da vida útil do pavimento. 

ABSTRACT – The use of hydraulically bound mixtures, most commonly using cement, is a practice in 
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by cement and, consequently, on their design. Based on a numerical modelling by the finite element method, 
through the ADINA software, two pavement structures with equivalent bearing capacity were studied, but 
characterized by the difference in thickness of the upper bituminous layer, reflecting different design 
methodologies. The numerical analysis showed that the thickness of the bituminous layer and the existence of 
cracks could influence the stresses and strains in the pavement structure. Consequently, it leads to a significant 
reduction in the lifespan of the pavement. 
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1 – INTRODUÇÃO  

As misturas tratadas com ligantes hidráulicos são, por definição, materiais onde o ligante é o 
responsável pelas características de presa e endurecimento do material através de reação hidráulica, 
que lhes confere propriedades melhoradas do ponto de vista mecânico, hidráulico, entre outras 
(CEN, 2013 e 2015). Um dos ligantes mais utilizados tem sido o cimento, mas novas tecnologias de 
tratamento baseadas em outros tipos de ligante ou mecanismos de reação têm sido investigadas e 
aplicadas (Hu et al., 2019; Ikeagwuani e Nwonu, 2019). As misturas granulares tratadas com 
cimento e os solos tratados com cimento (correntemente designados por solo-cimento) são disso 
exemplo. Apesar do tratamento de materiais ser uma tecnologia tradicional e aplicada desde longa 
data, as misturas tratadas com ligantes hidráulicos continuam atualmente a ser aplicados em camadas 
de base, sub-base e fundação de pavimentos de estradas, aeródromos e outras áreas de circulação de 
tráfego, como por exemplo, áreas de estacionamento (Liu et al., 2020; Majarrez, 2013; Walters e 
Edwards, 2009). As especificações associadas a misturas granulares e solos tratados com cimento 
no âmbito de aplicações rodoviárias estão contempladas nas normas EN 14227-1 e EN 14227-15, 
respetivamente (CEN, 2013 e 2015). 

A construção de pavimentos utilizando misturas granulares ou solos tratados com cimento pode 
resultar numa opção técnica, económica e ambientalmente mais vantajosa, sobretudo em contexto 
de obras onde os materiais naturais são escassos, apresentam propriedades deficitárias ou os custos 
de transporte de materiais de boa qualidade são elevados. Em geral, o tratamento melhora as 
propriedades dos materiais e, consequentemente, beneficia o desempenho da estrutura dos 
pavimentos ao longo do seu ciclo de vida (Antunes et al., 2016). Com efeito, esta tecnologia tem 
sido aplicada com sucesso não só em materiais naturais, mas também em resíduos de várias origens 
(Crucho et al., 2022; Pasetto e Baldo, 2016; Pasettto, 2000; Pérez et al., 2013; Stehlik et al., 2015; 
Xuan et al., 2010). Esta tecnologia de pavimentação baseada no tratamento de materiais, valorizando 
os recursos locais e naturais ou resíduos, é uma prática sustentável que ao promover a economia 
circular, está a contribuir para a implementação dos Objetivos do Desenvolvimento Sustentável 
estabelecidos pela Organização das Nações Unidas no âmbito das infraestruturas de transporte 
(Gomes Correia et al., 2016; Plati, 2019). 

A utilização de solos tratados com cimento em pavimentos semirrígidos é uma prática corrente 
em muitos países para atender à indisponibilidade local de materiais granulares de boa qualidade. 
As estruturas de pavimento semirrígido são em geral constituídas por solos tratados com cimento na 
camada de base e por revestimento superficial betuminoso ou misturas betuminosas na camada 
superior, em contexto de estrada revestida. A fissuração é o fenómeno mais característico de 
camadas constituídas por materiais tratados com cimento e que mais pode contribuir para a 
degradação dos pavimentos semirrígidos. O fenómeno da fissuração é evolutivo ao longo do ciclo 
de vida do pavimento e é normalmente associado a três fases: a primeira é caracterizada pelo 
aparecimento inicial de fissuras de retração volumétrica e/ou dessecação superficial inerentes ao 
próprio processo de hidratação do cimento; na segunda fase surge fissuração devida à ocorrência de 
tensões de tração na camada, induzidas pelo tráfego, que excedem a resistência do solo tratado com 
cimento; e na terceira fase ocorre a fissuração por fadiga em estágio mais avançado da passagem 
acumulada do tráfego. A ocorrência de fissuração conduz à degradação ao longo do tempo das 
características da camada de solo tratado com cimento como, por exemplo, a diminuição gradual do 
módulo de deformabilidade. Outra consequência da fissuração é o fenómeno de reflexão de fendas 
na camada superior em misturas betuminosas, acentuando ainda mais o processo de degradação 
geral do pavimento semirrígido. Não é possível eliminar o fenómeno de fissuração em pavimentos 
semirrígidos, incluindo a reflexão de fendas, mas apenas retardar o seu aparecimento e evolução ao 
longo do tempo adotando práticas de projeto e construção adequadas. No sentido de mitigar o 
fenómeno da reflexão de fendas e as suas consequências, uma das práticas de muitos países é a de 
privilegiar a espessura da camada de misturas betuminosas para retardar o seu aparecimento à 
superfície do pavimento. Outras medidas a aplicar com este objetivo incluem, por exemplo, a 
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indução de pré-fissuração na camada de solo tratado com cimento e a colocação de interfaces 
resistentes entre as camadas (Branco et al., 2023). 

Na prática corrente do dimensionamento de pavimentos semirrígidos são utilizados modelos de 
resposta estrutural bidimensionais (2D) baseados no método das diferenças finitas aplicado a um 
sistema estratificado de múltiplas camadas (como por exemplo o programa BISAR da Shell 
International Petroleum Company (Shell, 1978)). Estes modelos admitem camadas contínuas 
homogéneas com comportamento elástico linear caracterizado por parâmetros que devem ser 
adequados o mais possível à sua previsível evolução ao longo do tempo, como é o caso das camadas 
tratadas. A modelação tridimensional (3D), computacionalmente mais complexa e exigente, permite 
a consideração de outro tipo de fenómenos que não podem ser devidamente simulados na modelação 
2D. É o caso, por exemplo, da consideração de fendas nas camadas tratadas. Na definição de 
modelos 3D também não se torna necessário assumir o conjunto de hipóteses de comportamento 
simplificativas que estão na base do desenvolvimento de modelos 2D (por exemplo, existência de 
axissimetria do carregamento e da geometria da estrutura), o que permite uma modelação mais 
adaptada às condições reais da estrutura do pavimento em análise (Reis, 2009). 

Neste artigo é apresentado um estudo sobre o comportamento de solos tratados com cimento em 
pavimentos semirrígidos. O estudo é baseado numa análise numérica simplificada, em modelação 
3D, de modo a evidenciar a influência da existência de fendas na camada tratada no seu 
comportamento estrutural, efeito que não é possível ter em conta nos modelos correntes 2D. Na 
modelação foi utilizado o método dos elementos finitos com o programa ADINA. A análise foi 
efetuada em dois tipos de estruturas que foram dimensionadas para idênticas condições de fundação 
e de tráfego, mas que se distinguiram pela espessura da camada de misturas betuminosas refletindo 
metodologias de conceção diferente (experiência Portuguesa e experiência Francesa para países de 
clima tropical como é o caso dos países francófonos da África). O efeito foi estudado ao nível dos 
critérios de dimensionamento mais utilizados neste tipo de pavimentos: fadiga nas camadas ligadas 
(camadas de solos tratados com cimento e de misturas betuminosas) e deformações permanentes ao 
nível da fundação. Os resultados da modelação foram analisados em termos da influência no 
comportamento estrutural dos pavimentos da rigidez global do pavimento (espessura e módulo de 
deformabilidade da camada de misturas betuminosas) e da existência de fendas na camada de solo 
tratado com cimento em zonas afastadas e próximas das fendas. O objetivo não foi verificar o 
dimensionamento das estruturas de pavimento, mas sim avaliar o efeito desses fatores no 
comportamento dos pavimentos, nomeadamente na camada de solo tratado com cimento. 

2 – METODOLOGIA 

2.1 – Estruturas de pavimento 

Neste estudo foram analisadas as duas estruturas de pavimento rodoviário representadas na 
Figura 1 (camadas e espessuras), concebidas para condições de fundação e de tráfego equivalentes: 
o Pavimento P1 segundo a experiência Portuguesa (Figura 1a); o Pavimento P2 segundo a 
experiência Francesa para países tropicais (Figura 1b). Ambas as estruturas foram concebidas para 
um número equivalente de passagens do eixo-padrão de 80 kN correspondente a 3106, num período 
de dimensionamento de 20 anos (JAE, 1995; CEBTP, 1984). Estas estruturas são típicas de 
pavimentos semirrígidos, constituídas por camada de base em solo tratado com cimento (SC), de 
espessura 0,20 m, e por camada superior de misturas betuminosas (BB) com espessura total variável: 
a espessura total é 0,18 m no Pavimento P1 (Figura 1a); a espessura total é 0,04 m no Pavimento P2 
(Figura 1b). Admite-se que as misturas betuminosas são fabricadas a quente, do tipo betão 
betuminoso. De acordo com a experiência nacional, admite-se que o betume do Pavimento P1 é de 
penetração da classe 35/50. Para o Pavimento P2, atendendo à realidade de alguns países africanos, 
considera-se que as misturas betuminosas são constituídas por betume de classe de penetração mais 
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elevada e, consequentemente, têm menor rigidez. Ainda no Pavimento P2 (Figura 1b), considera-se 
existir uma camada de sub-base (SbG) constituída por solo selecionado e com espessura de 0,35 m. 

O comportamento dos materiais constituintes das camadas dos pavimentos foi considerado 
elástico linear de forma simplificada e como é habitual considerar na prática corrente de 
dimensionamento. No caso da modelação por elementos finitos é possível considerar outras leis 
constitutivas mais complexas, como por exemplo relações não lineares. Contudo, a construção de 
um modelo numérico que tenha em conta relações desse tipo requer a obtenção e a calibração de 
uma quantidade significativa de parâmetros. Sem uma correta calibração desses parâmetros, os 
resultados obtidos podem não corresponder a uma adequada representação do comportamento real 
da estrutura o que, por sua vez, não acrescenta vantagem na utilização desses modelos. O Quadro 1 
apresenta os valores do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson adotados para todas as 
camadas do pavimento, incluindo a respetiva fundação. No caso da camada de misturas betuminosas, 
o intervalo de valores dos módulos de deformabilidade foi estabelecido para atender a condições 
caracterizadas por temperaturas ambiente mais elevadas, características de países tropicais (Hipótese 
A) ou à experiência portuguesa correspondente a condições ambientais temperadas (Hipótese B). 
Esta foi uma aproximação simplificada do comportamento dos materiais de pavimentação, 
correntemente utilizada na prática de dimensionamento de pavimentos, incluindo os pavimentos 
semirrígidos. Relativamente à fundação, considerou-se que no caso do Pavimento P1 (Figura 1a) as 
condições correspondem a uma camada de leito do pavimento com espessura 0,30 m em solo S3 
(10%<CBR<20%) sobre solo natural S2 (5%<CBR<10%) (JAE, 1995). No Pavimento P2 (Figura 
1b), a fundação corresponde simplesmente ao solo natural (5%<CBR<10%) (CEBTP, 1994). 

 

  

 
a) Pavimento P1 b) Pavimento P2 

Fig. 1 – Estruturas de pavimento. 

 
Quadro 1 – Características de comportamento elástico linear das camadas dos pavimentos. 

Camada Módulo de elasticidade 
(MPa) 

Coeficiente de 
Poisson Símbolo Material constituinte 

BB Mistura betuminosa Hipótese A Hipótese B 0,40 1000 4000 
SC Solo tratado com cimento 1500 0,30 

SbG Solo selecionado 120 0,35 
Fundação Solo natural 50 0,35 

   

2.2 – Modelação numérica 

As estruturas de pavimento representadas na Figura 1 foram modeladas pelo método de 
elementos finitos utilizando o programa ADINA 9.3 (ADINA, 2023). Este programa foi selecionado 
pela sua versatilidade na análise de problemas gerais no âmbito da engenharia civil, incluindo o caso 
de estruturas de pavimento rodoviárias em análises de maior complexidade, como pode ser o caso 
de pavimentos rígidos e semirrígidos (Monteiro, 2019; Reis, 2009). Este programa permite a 
realização de modelações numéricas bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D). 

Na análise bidimensional foi considerado um modelo axissimétrico, estando o eixo de simetria 
associado à vertical do carregamento à superfície. A Figura 2a mostra uma das malhas de elementos 
finitos considerada na modelação 2D. Foram assumidas as seguintes condições de fronteira 
cinemática da estrutura de pavimento: encastramento deslizante nas fronteiras verticais do 
pavimento (a translação segundo a direção ortogonal às camadas é permitida) e encastramento 
perfeito na fronteira horizontal associada à base da estrutura (nenhum deslocamento é permitido). A 
malha de elementos finitos foi gerada automaticamente, tendo-se utilizado na discretização das 
camadas do pavimento elementos 2D axissimétricos. Foram consideradas malhas com número 
crescente de elementos, mas não se consideraram malhas exageradamente refinadas porque, a partir 
de um determinado grau de refinamento, a melhoria na qualidade dos resultados deixa de ter 
significado e o peso computacional da análise pode ser muito elevado. De salientar que, apesar do 
carregamento na prática ser dinâmico (passagem do tráfego), na modelação foi considerado que o 
carregamento é estático (Monteiro, 2019). 

 

 

 

 

 
a) Modelo 2D b) Modelo 3D 

Fig. 2 – Modelação das estruturas de pavimento (Monteiro, 2019). 

 
Foram considerados elementos finitos com 3, 4 e 8 nós tendo apenas, como graus de liberdade, 

as translações segundo as direções dos eixos coordenados (y, z). De forma a avaliar a discretização 
mais adequada ao estudo a realizar na modelação 2D, procedeu-se à comparação de resultados do 
programa ADINA com o programa BISAR 3.0, o qual tem grande utilização em Portugal no 
dimensionamento de pavimentos (Shell, 1978). Este programa é baseado no método das diferenças 
finitas aplicado a um sistema estratificado de múltiplas camadas. 
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Na análise bidimensional foi considerado um modelo axissimétrico, estando o eixo de simetria 
associado à vertical do carregamento à superfície. A Figura 2a mostra uma das malhas de elementos 
finitos considerada na modelação 2D. Foram assumidas as seguintes condições de fronteira 
cinemática da estrutura de pavimento: encastramento deslizante nas fronteiras verticais do 
pavimento (a translação segundo a direção ortogonal às camadas é permitida) e encastramento 
perfeito na fronteira horizontal associada à base da estrutura (nenhum deslocamento é permitido). A 
malha de elementos finitos foi gerada automaticamente, tendo-se utilizado na discretização das 
camadas do pavimento elementos 2D axissimétricos. Foram consideradas malhas com número 
crescente de elementos, mas não se consideraram malhas exageradamente refinadas porque, a partir 
de um determinado grau de refinamento, a melhoria na qualidade dos resultados deixa de ter 
significado e o peso computacional da análise pode ser muito elevado. De salientar que, apesar do 
carregamento na prática ser dinâmico (passagem do tráfego), na modelação foi considerado que o 
carregamento é estático (Monteiro, 2019). 

 

 

 

 

 
a) Modelo 2D b) Modelo 3D 

Fig. 2 – Modelação das estruturas de pavimento (Monteiro, 2019). 

 
Foram considerados elementos finitos com 3, 4 e 8 nós tendo apenas, como graus de liberdade, 

as translações segundo as direções dos eixos coordenados (y, z). De forma a avaliar a discretização 
mais adequada ao estudo a realizar na modelação 2D, procedeu-se à comparação de resultados do 
programa ADINA com o programa BISAR 3.0, o qual tem grande utilização em Portugal no 
dimensionamento de pavimentos (Shell, 1978). Este programa é baseado no método das diferenças 
finitas aplicado a um sistema estratificado de múltiplas camadas. 
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O Quadro 2 apresenta os resultados do modelo 2D obtidos com o método de elementos finitos 
(programa ADINA) e com o método das diferenças finitas (programa BISAR), para as tensões e 
extensões associadas aos critérios de dimensionamento e calculadas em ambas as estruturas de 
pavimento apresentadas na Figura 1: máxima extensão horizontal de tração (t) na camada de 
misturas betuminosas (critério de fadiga); máxima tensão horizontal de tração (t) na camada de 
solo tratado com cimento (critério de fadiga); e máxima extensão vertical de compressão (z) no 
topo da fundação, no Pavimento P1 (Figura 1a), ou da camada de sub-base, no Pavimento P2 (Figura 
1b) (critério de deformações permanentes). 

O carregamento definido em ambos os programas (ADINA e BISAR) pretendeu ser equivalente 
ao rodado duplo do eixo padrão de 80 kN (8,2 tf) através de duas abordagens: 1) uma carga 
correspondente a uma área circular única de raio 0,150 m e tensão de contacto na superfície do 
pavimento de 570 kPa (equivalente a uma carga total de 40 kN) (Programas ADINA e BISAR); 2) 
duas cargas correspondentes a áreas circulares, afastadas de 0,105 m, de raio 0,105 m e tensão de 
contacto na superfície do pavimento de 570 kPa (equivalente a duas cargas de 20 kN) (Programa 
BISAR). A utilização de uma única carga tem grande vantagem na modelação 2D. No entanto, esta 
é uma aproximação dado que o carregamento devido ao eixo padrão aplica duas cargas à superfície 
do pavimento em cada extremidade do eixo. Dadas as vantagens computacionais, foi opção utilizar 
neste estudo um carregamento caracterizado por apenas uma carga pois assegura o modelo 
axisimétrico. Foi efetuada também uma análise comparativa com os resultados do programa BISAR 
em que é mais fácil modelar os dois tipos de carregamento (Quadro 2). 

 
Quadro 2 – Comparação dos resultados obtidos na modelação 2D. 

Pavimento 
Parâmetros Programa ADINA Programa BISAR 

Número de cargas 1 1 2 
Número de nós 3 4 8 - - 

P1 
t (10-6 def) 25,1 25,6 25,1 23,1 14,0 

t (kPa) 327 328 333 342 298 
z (10-6 def) -342 -335 -356 -319 -306 

P2 
t (10-6 def) -44,2 -43,9 -43,5 -45,3 -39,7 

t (kPa) 460 463 468 474 379 
z (10-6 def) -468 -466 -471 -475 -345 

Legenda dos sinais da tensão (e extensões (te z): (+) Tração; (-) Compressão 
 
Tal como seria de esperar, da comparação dos resultados numéricos obtidos com malhas 

utilizando uma igual densidade de elementos verificou-se que o número de nós considerado em cada 
elemento (e por consequência o grau de aproximação para o campo de deslocamentos em cada 
elemento da malha) tem uma ligeira influência na precisão dos resultados e o seu aumento conduz 
a valores mais próximos dos obtidos pelo método das diferenças finitas. Contudo, no estudo veio a 
decidir-se adotar elementos de 4 nós, como compromisso entre a qualidade dos resultados e o peso 
computacional dos cálculos. 

Com o programa BISAR foram efetuados cálculos considerando as duas abordagens de 
carregamento, ou seja, uma e duas cargas de valores 40 kN e 20 kN, respetivamente. A análise dos 
resultados apresentados no Quadro 2, em comparação com os resultados do programa ADINA 
(modelo 2D), permite concluir que as duas abordagens de carregamento à superfície do pavimento 
conduziram a estados de tensão e deformação diferentes. O carregamento baseado numa só carga 
aplicada originou na generalidade estados de tensão e extensão mais elevados, o que pode conduzir 
a um dimensionamento do pavimento mais conservativo. Foi possível confirmar que no caso da 
aplicação de duas cargas os valores de tensão e extensões foram diferentes porque a degradação de 
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cargas no pavimento seguiu um modelo diferente. Para o caso de carga única, observa-se ainda que 
a utilização de ambos os programas (ADINA e BISAR) conduziu em geral a resultados similares. 

Na modelação 3D consideraram-se malhas uniformes tetraédricas de 4 nós por elemento em 
todas as camadas do pavimento. Nesta análise foram adotadas as condições convencionais de 
fonteira cinemática, isto é, encastramento deslizante em todas as quatro fronteiras verticais e 
encastramento fixo na base do pavimento. O carregamento devido ao eixo padrão aplicado à 
superfície do pavimento foi considerado equivalente a uma carga única de 40 kN. Na Figura 2b é 
apresentado um exemplo do modelo 3D utilizado no programa ADINA. Em ambos os tipos de 
modelação (2D e 3D), considerou-se 2,50 m para o afastamento das fronteiras em relação ao 
carregamento (distância na horizontal e espessura da fundação). 

Em todos os modelos de análise numérica foi admitida a existência de aderência perfeita entre 
as camadas da estrutura do pavimento. Contudo, na análise estrutural de pavimentos semirrígidos é 
prática considerar descolamento entre camadas ligadas de natureza diferente. Diferentes modelos de 
contacto na interface das camadas resultarão em comportamentos estruturais diferentes com 
implicações distintas ao nível do dimensionamento dos pavimentos. Em relação ao estudo de 
presente artigo, atendendo a que o objetivo é a comparação relativa de comportamentos entre as 
duas estruturas de pavimento, optou-se por fazer a simplificação computacional de considerar 
apenas o modelo de aderência perfeita entre todas as camadas. 

A aproximação pelo método dos elementos finitos não permite satisfazer localmente as 
condições de equilíbrio, tanto no domínio como também nas fronteiras estáticas e nas fronteiras 
entre elementos. Como consequência, existem normalmente descontinuidades nos campos de 
tensões e deformações entre elementos adjacentes. Para reduzir estas descontinuidades, foi 
considerado um processo de regularização da solução (implementado no programa ADINA) que 
permite obter campos contínuos (tanto de tensões como de deformações). 

Para cada uma das estruturas foi efetuada a modelação numérica de forma a avaliar a influência 
de alguns fatores nos principais problemas estruturais que se colocam aos pavimentos semirrígidos 
e que são a fadiga por tração da camada de solo tratado com cimento, conducente a fendilhamento, 
e a deformação permanente ao nível da fundação do pavimento. Foi considerado ainda o fenómeno 
de fadiga por tração da camada de misturas betuminosas, que pode existir nos casos em que esta 
camada apresente maior espessura. Assim, a análise de resultados na modelação numérica foi 
estabelecida para as tensões e extensões associadas aos principais critérios de dimensionamento dos 
pavimentos semirrígidos (estados limites últimos) já referidos anteriormente a propósito dos 
resultados apresentados no Quadro 2: 

 Critério de fadiga na camada de misturas betuminosas, utilizando a máxima extensão 
horizontal de tração na base da camada (t). 

 Critério de fadiga na camada de solo tratado com cimento, através da máxima tensão 
horizontal de tração na base da camada (t). 

 Critério de deformações permanentes na fundação, com base na máxima extensão vertical 
de compressão no topo da fundação, no Pavimento P1 (Figura 1a), ou da camada de sub-
base, no Pavimento P2 (Figura 1b) (z). 

Com base nestes critérios, procurou-se avaliar a influência da rigidez da camada de misturas 
betuminosas e da existência de fendas na camada de solo tratado com cimento no comportamento 
estrutural dos pavimentos selecionados neste estudo (Figura 1). Com efeito, estes são os principais 
fatores que se podem colocar à conceção e dimensionamento de pavimentos semirrígidos e que se 
procurou analisar neste artigo. A análise do efeito da existência de fendas foi efetuada a dois níveis: 
fendas apenas na camada de solo tratado com cimento; fendas quer na camada de solo tratado com 
cimento quer também na camada de misturas betuminosas devido ao fenómeno de reflexão. Em 
qualquer caso, a consideração da presença de fenda foi modelada de forma simplificada. Na 
realidade, em pavimentos semirrígidos, o fenómeno de fendilhamento é mais generalizado e 
progressivo ao longo do tempo. 
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3 – RESULTADOS E DISCUSSÃO 

3.1 – Influência do modelo de análise estrutural 

A decisão pela utilização do modelo 2D ou 3D é também importante pelo impacto 
computacional que pode ter, em detrimento de se obter informação adicional considerada relevante 
para o estudo em causa. Na Figura 3 são apresentados resultados da modelação 2D e 3D para ambas 
as estruturas de pavimento em análise (Figura 1): modelo 2D do Pavimento P1 (P1_2D); modelo 3D 
do Pavimento P1 (P1_3D); modelo 2D do Pavimento P2 (P2_2D); modelo 3D do Pavimento P2 
(P2_3D). A figura mostra, em função do número de graus de liberdade considerados na modelação, 
a evolução dos resultados obtidos para a extensão horizontal por tração na base da camada de 
misturas betuminosas (Figura 3a), para a tensão horizontal na base da camada de solo tratado com 
cimento (Figura 3b) e para a extensão vertical no topo da fundação (Figura 3c). 

Os resultados obtidos com as várias malhas 2D mostram que em geral a partir da terceira 
discretização os valores convergiram e que um maior número de graus de liberdade na malha não 
conduziu a melhores resultados. É também visível que as malhas com elementos 3D envolvem um 
número muito superior de graus de liberdade, o que torna as análises consideravelmente mais 
pesadas do ponto de vista computacional. No caso do modelo 3D é ainda possível observar uma 
convergência mais lenta que no caso do modelo 2D. De notar que na Figura 3a se observa um 
comportamento não esperado na modelação tridimensional com a malha mais refinada. Em geral, 
mesmo para as malhas tridimensionais envolvendo um maior número de graus de liberdade, 
verificou-se que a solução ainda não convergiu. Se tivessem sido consideradas malhas com um 
número crescente de graus de liberdade, teria sido possível melhores resultados. Essas malhas não 
foram consideradas nas análises subsequentes, não só porque os modelos daí resultantes ficariam 
demasiado pesados do ponto de vista computacional, como também porque os resultados obtidos já 
foram suficientemente próximos dos resultantes do modelo 2D (ainda que com valor ligeiramente 
superior). Esta conclusão reforça a vantagem de se considerar sempre que possível o modelo 2D na 
análise de estruturas de pavimentos. A modelação tridimensional só se justificará em princípio 
quando se pretenderem considerar efeitos que não podem ser adequadamente simulados com 
modelos bidimensionais (caso da existência de fendilhamento) ou quando se deixam de verificar as 
condições que permitem a adoção das hipóteses simplificativas que estão na base da construção de 
modelos 2D (como por exemplo a existência de axissimetria). 

 
3.2 – Influência da rigidez global do pavimento 

Tal como já foi referido, umas das medidas para retardar o fenómeno da reflexão de fendas da 
camada de solo tratado com cimento para a camada de misturas betuminosas é aumentar a espessura 
da camada superior. Tal medida resulta necessariamente num aumento da rigidez global da estrutura 
do pavimento com impacto no seu comportamento estrutural. É este o caso do Pavimento P1 onde 
é maior a espessura da camada de misturas betuminosas, por oposição ao Pavimento P2 (Figura 1). 

Os resultados do Quadro 2 obtidos por modelos 2D já permitiram constatar que os pavimentos, 
embora concebidos para atender a condições de tráfego e de fundação equivalentes, apresentam 
comportamento estrutural diferente. Pela maior espessura da camada superior em misturas 
betuminosas, o Pavimento P1 já apresentou extensões horizontais de tração na base dessa camada 
(t), embora ainda de valor bastante reduzido para dar relevância ao critério de fadiga das misturas 
betuminosas. No caso do Pavimento P2, a menor espessura da camada de misturas betuminosas 
apenas permitiu obter extensões de compressão. Também se constatou que a tensão horizontal de 
tração na base da camada de solo tratado com cimento (t) e a extensão vertical de compressão no 
topo da fundação (z) foram menores para o Pavimento P1. 

Para aprofundar a influência da rigidez global do pavimento, procedeu-se à modelação 3D 
fazendo variar apenas o módulo de deformabilidade da camada de misturas betuminosas: hipóteses 

   

A e B (Quadro 1). A Figura 4 apresenta os resultados obtidos para a extensão horizontal por tração 
na base da camada de misturas betuminosas (Figura 4a), para a tensão horizontal na base da camada 
de solo tratado com cimento (Figura 4b) e para a extensão vertical no topo da fundação (Figura 4c). 
A legenda da figura é a seguinte: P1_A e P1_B correspondem ao Pavimento P1 com módulo de 
deformabilidade de 1000 MPa (Hipótese A) e 4000 MPa (Hipótese B), respetivamente; P2_A e 
P2_B correspondem ao Pavimento P2 com módulo de deformabilidade de 1000 MPa (Hipótese A) 
e 4000 MPa (Hipótese B), respetivamente. 

 

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 

 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 

Fig. 3 – Comparação dos modelos de elementos finitos 2D e 3D. 
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a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 

 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 

Fig. 3 – Comparação dos modelos de elementos finitos 2D e 3D. 
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a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 

Fig. 4 – Influência da rigidez global do pavimento. 

 
Em geral foi possível constatar que a extensão na base da camada de misturas betuminosas foi 

mais crítica no Pavimento P1. No caso do Pavimento P2, como a camada de misturas betuminosas 
tem espessura menor, confirmou-se que apenas foram mobilizadas extensões de compressão. Foi 
ainda possível concluir que no caso do Pavimento P1, a extensão horizontal foi maior na estrutura 
com um módulo de deformabilidade maior, enquanto no Pavimento P2 aconteceu um 

   

comportamento contrário. Igualmente se verificou que para pavimentos diferentes, mas com 
módulos de deformabilidade idênticos, a tensão de tração na camada de solo tratado com cimento e 
a extensão vertical na fundação foram maiores no Pavimento P2 por este apresentar uma espessura 
da camada de misturas betuminosas menor. Ainda para o mesmo tipo de pavimento, mas com 
módulos de deformabilidade diferentes, verificou-se que é a estrutura de pavimento com menor 
módulo de deformabilidade que apresenta tensão de tração na camada de solo tratado com cimento 
e extensão vertical na fundação maiores, pela razão da estrutura de pavimento ser globalmente mais 
deformável. 

 
3.3 – Influência de fendas na camada de solo tratado com cimento 

De forma a estudar a influência de fendas induzidas na camada de solo tratado com cimento no 
comportamento estrutural dos pavimentos, com eventual reflexão na camada superior de misturas 
betuminosas, através da modelação 3D procedeu-se à avaliação das linhas de influência das três 
grandezas associadas aos critérios de dimensionamento – máxima extensão horizontal de tração na 
base da camada de misturas betuminosas, máxima tensão horizontal na base da camada de solo 
tratado com cimento e máxima extensão vertical no topo da fundação – para localizações a meio vão 
entre fendas (zona afastada da fenda) e a 0,50 m de distância da fenda (zona próxima da fenda). 
Estas linhas de influência foram estabelecidas para uma carga equivalente ao eixo padrão de 80 kN 
em movimento. Admitiu-se um espaçamento de 5 m entre as fendas. 

Em síntese, procedeu-se ao traçado das linhas de influência para as seguintes três situações de 
existência de fendas nas camadas dos dois tipos de pavimentos (Figura 1): 

 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas). 
 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 

contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas). 
 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 

descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas). 
Seguidamente, são apresentados e analisados os resultados das linhas de influência para as 

situações descritas anteriormente e com o objetivo de analisar o comportamento estrutural do 
pavimento em zona afastada da fenda e em zona próxima da fenda. 

 
3.3.1 – Comportamento em zona afastada da fenda 

As Figuras 5 e 6 mostram as linhas de influência para zona a meio vão entre fendas – zona 
afastada da fenda – para ambas estruturas de pavimento em análise (Figura 1): linhas de influência 
do Pavimento P1 (Figura 5) e linhas de influência do Pavimento P2 (Figura 6). 

As linhas de influência foram estabelecidas para as várias grandezas em análise: máxima 
extensão horizontal de tração na base da camada de misturas betuminosas (Figura 5a e 6a), máxima 
tensão horizontal na base da camada de solo tratado com cimento (Figuras 5b e 6b) e máxima 
extensão vertical no topo da fundação (Figuras 5c e 6c). Para cada pavimento foi considerado para 
a camada de misturas betuminosas os módulos de deformabilidade de 1000 MPa e 4000 MPa 
(hipóteses A e B do Quadro 1, respetivamente). 

Para a modelação da camada de misturas betuminosas com módulo de deformabilidade de 1000 
MPa foram utilizadas as seguintes condições e notações nas Figuras 5 e 6: 

 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas): M0 A, no caso do Pavimento P1; C0 A no 
caso do Pavimento P2. 

 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas): M1 A, no caso do Pavimento 
P1; C1 A no caso do Pavimento P2. 
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a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 

Fig. 4 – Influência da rigidez global do pavimento. 

 
Em geral foi possível constatar que a extensão na base da camada de misturas betuminosas foi 

mais crítica no Pavimento P1. No caso do Pavimento P2, como a camada de misturas betuminosas 
tem espessura menor, confirmou-se que apenas foram mobilizadas extensões de compressão. Foi 
ainda possível concluir que no caso do Pavimento P1, a extensão horizontal foi maior na estrutura 
com um módulo de deformabilidade maior, enquanto no Pavimento P2 aconteceu um 

   

comportamento contrário. Igualmente se verificou que para pavimentos diferentes, mas com 
módulos de deformabilidade idênticos, a tensão de tração na camada de solo tratado com cimento e 
a extensão vertical na fundação foram maiores no Pavimento P2 por este apresentar uma espessura 
da camada de misturas betuminosas menor. Ainda para o mesmo tipo de pavimento, mas com 
módulos de deformabilidade diferentes, verificou-se que é a estrutura de pavimento com menor 
módulo de deformabilidade que apresenta tensão de tração na camada de solo tratado com cimento 
e extensão vertical na fundação maiores, pela razão da estrutura de pavimento ser globalmente mais 
deformável. 

 
3.3 – Influência de fendas na camada de solo tratado com cimento 

De forma a estudar a influência de fendas induzidas na camada de solo tratado com cimento no 
comportamento estrutural dos pavimentos, com eventual reflexão na camada superior de misturas 
betuminosas, através da modelação 3D procedeu-se à avaliação das linhas de influência das três 
grandezas associadas aos critérios de dimensionamento – máxima extensão horizontal de tração na 
base da camada de misturas betuminosas, máxima tensão horizontal na base da camada de solo 
tratado com cimento e máxima extensão vertical no topo da fundação – para localizações a meio vão 
entre fendas (zona afastada da fenda) e a 0,50 m de distância da fenda (zona próxima da fenda). 
Estas linhas de influência foram estabelecidas para uma carga equivalente ao eixo padrão de 80 kN 
em movimento. Admitiu-se um espaçamento de 5 m entre as fendas. 

Em síntese, procedeu-se ao traçado das linhas de influência para as seguintes três situações de 
existência de fendas nas camadas dos dois tipos de pavimentos (Figura 1): 

 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas). 
 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 

contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas). 
 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 

descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas). 
Seguidamente, são apresentados e analisados os resultados das linhas de influência para as 

situações descritas anteriormente e com o objetivo de analisar o comportamento estrutural do 
pavimento em zona afastada da fenda e em zona próxima da fenda. 

 
3.3.1 – Comportamento em zona afastada da fenda 

As Figuras 5 e 6 mostram as linhas de influência para zona a meio vão entre fendas – zona 
afastada da fenda – para ambas estruturas de pavimento em análise (Figura 1): linhas de influência 
do Pavimento P1 (Figura 5) e linhas de influência do Pavimento P2 (Figura 6). 

As linhas de influência foram estabelecidas para as várias grandezas em análise: máxima 
extensão horizontal de tração na base da camada de misturas betuminosas (Figura 5a e 6a), máxima 
tensão horizontal na base da camada de solo tratado com cimento (Figuras 5b e 6b) e máxima 
extensão vertical no topo da fundação (Figuras 5c e 6c). Para cada pavimento foi considerado para 
a camada de misturas betuminosas os módulos de deformabilidade de 1000 MPa e 4000 MPa 
(hipóteses A e B do Quadro 1, respetivamente). 

Para a modelação da camada de misturas betuminosas com módulo de deformabilidade de 1000 
MPa foram utilizadas as seguintes condições e notações nas Figuras 5 e 6: 

 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas): M0 A, no caso do Pavimento P1; C0 A no 
caso do Pavimento P2. 

 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas): M1 A, no caso do Pavimento 
P1; C1 A no caso do Pavimento P2. 
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 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas): M2 A, no caso do 
Pavimento P1; C2 A no caso do Pavimento P2. 

 

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 5 – Linhas de influência em zona afastada da fenda no Pavimento P1. 

 

   

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 6 – Linhas de influência em zona afastada da fenda no Pavimento P2. 

 
De forma semelhante, para a modelação da camada de misturas betuminosas com módulo de 

deformabilidade de 4000 MPa foram utilizadas as seguintes condições e notações: 
 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas): M0 B, no caso do Pavimento P1; C0 B no 

caso do Pavimento P2. 
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 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas): M2 A, no caso do 
Pavimento P1; C2 A no caso do Pavimento P2. 

 

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 5 – Linhas de influência em zona afastada da fenda no Pavimento P1. 

 

   

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 6 – Linhas de influência em zona afastada da fenda no Pavimento P2. 

 
De forma semelhante, para a modelação da camada de misturas betuminosas com módulo de 

deformabilidade de 4000 MPa foram utilizadas as seguintes condições e notações: 
 Pavimento de camadas contínuas (sem fendas): M0 B, no caso do Pavimento P1; C0 B no 

caso do Pavimento P2. 
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 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas): M1 B, no caso do Pavimento 
P1; C1 B no caso do Pavimento P2. 

 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas): M2 B, no caso do 
Pavimento P1; C2 B no caso do Pavimento P2. 

Em geral, da análise do comportamento estrutural ilustrado nos gráficos das Figuras 5 e 6 é 
possível concluir que, para o mesmo modo de deformabilidade, as linhas de influência são 
praticamente coincidentes para as três situações analisadas de existência de fendilhamento na 
camada de solo tratado com cimento e na camada de misturas betuminosas. Isto significa que, nesta 
zona a influência das fendas não se faz sentir. Este comportamento é expectável, uma vez que as 
grandezas estão a ser medidas numa zona da estrutura do pavimento suficientemente afastada da 
zona da fenda. A análise dos mesmos gráficos permite ainda constatar que as extensões e tensão a 
meio vão são maiores quando o módulo de deformabilidade da camada de misturas betuminosas é 
menor, uma vez que corresponde a um pavimento mais deformável. De notar que essa diferença de 
comportamento foi atenuada no Pavimento P2 devido à menor espessura da camada de misturas 
betuminosas, sobretudo para os casos da tensão na base da camada de solo tratado com cimento e 
da extensão no topo da fundação (Figura 6). No caso do Pavimento P1, a existência de fendas, quer 
só na camada de solo tratados com cimento quer também quando refletidas para a camada de 
misturas betuminosas, tem influência na extensão horizontal na base da camada de misturas 
betuminosa do pavimento a meio vão, tal como se pode confirmar pela análise da Figura 5a. Esta 
figura mostra que quando se consideram módulos deformabilidade diferentes, a extensão horizontal 
pode ser de tração (sinal positivo) ou de compressão (sinal negativo), conforme se adotem módulos 
de deformabilidade de 1000 MPa ou de 4000 MPa, respetivamente. 

A Figura 7 apresenta a comparação das linhas de influência para o o Pavimento P1 e o 
Pavimento P2 (a legenda desta figura é igual à descrita para as Figuras 5 e 6). Para a análise foi 
utilizado em todos os casos o mesmo módulo de deformabilidade na camada de misturas 
betuminosas com um valor igual a 1000 MPa. Nos casos da tensão horizontal de tração na camada 
de solo tratado com cimento (Figura 7b) e da extensão vertical de compressão no topo da fundação 
(Figura 7c) os comportamentos foram muito similares entre os dois pavimentos. No caso da extensão 
horizontal de tração na camada de misturas betuminosas (Figura 7a) é possível observar maiores 
diferenças pois, sendo o módulo de deformabilidade igual, a espessura da camada de misturas 
betuminosas do Pavimento P1 é significativamente superior. Para este pavimento e quando a carga 
se encontra a meio vão, a extensão é sempre de tração e atinge o valor máximo. 

De forma global, é possível concluir que, em geral, os valores das extensões e tensão foram 
pouco afetados pela existência de fendas induzidas na camada de solo tratado com cimento, mesmo 
quando elas são refletidas para a camada superiores de misturas betuminosas. Este é um resultado 
já expectável, tendo em conta que estas as grandezas foram medidas em locais afastados das fendas. 
Para esses locais, a simplificação da consideração de camadas contínuas e íntegras (sem fendas), 
como é corrente no dimensionamento de pavimentos semirrígidos, é uma aproximação razoável. 

 
3.3.2 – Comportamento em zona próxima da fenda 

Para a situação em que se procurou analisar as linhas de influência em zona próxima da fenda 
(por constrangimentos da modelação numérica essa zona localiza-se à distância de 0,50 m), foi 
adotada uma análise em tudo semelhante à descrita para o caso da análise do comportamento em 
zona afastada da fenda (secção 3.3.1). Primeiramente foram analisadas as linhas de influência para 
as duas estruturas de pavimento (Pavimento P1 e Pavimento P2), considerando os critérios de 
dimensionamento em análise nas várias camadas. Seguidamente, procedeu-se à comparação das 
linhas de influência para os dois pavimentos admitindo também um módulo de deformabilidade para 
a camada de misturas betuminosas igual a 1000 MPa. 

   

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 7 – Comparação das linhas de influência em zona afastada da fenda entre pavimentos. 

 
As Figuras 8 e 9 mostram as linhas de influência em zona próxima da fenda para as duas 

estruturas de pavimento: Pavimento P1 (Figura 8) e Pavimento P2 (Figura 9). Igualmente, as linhas 
de influência foram traçadas para as grandezas em análise: máxima extensão horizontal de tração na 
base da camada de misturas betuminosas (Figuras 8a e 9a), máxima tensão horizontal na base da 
camada de solo tratado com cimento (Figuras 8b e 9b) e máxima extensão vertical no topo da 
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 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
contínua de misturas betuminosas (sem reflexão de fendas): M1 B, no caso do Pavimento 
P1; C1 B no caso do Pavimento P2. 

 Pavimento de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada 
descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas): M2 B, no caso do 
Pavimento P1; C2 B no caso do Pavimento P2. 

Em geral, da análise do comportamento estrutural ilustrado nos gráficos das Figuras 5 e 6 é 
possível concluir que, para o mesmo modo de deformabilidade, as linhas de influência são 
praticamente coincidentes para as três situações analisadas de existência de fendilhamento na 
camada de solo tratado com cimento e na camada de misturas betuminosas. Isto significa que, nesta 
zona a influência das fendas não se faz sentir. Este comportamento é expectável, uma vez que as 
grandezas estão a ser medidas numa zona da estrutura do pavimento suficientemente afastada da 
zona da fenda. A análise dos mesmos gráficos permite ainda constatar que as extensões e tensão a 
meio vão são maiores quando o módulo de deformabilidade da camada de misturas betuminosas é 
menor, uma vez que corresponde a um pavimento mais deformável. De notar que essa diferença de 
comportamento foi atenuada no Pavimento P2 devido à menor espessura da camada de misturas 
betuminosas, sobretudo para os casos da tensão na base da camada de solo tratado com cimento e 
da extensão no topo da fundação (Figura 6). No caso do Pavimento P1, a existência de fendas, quer 
só na camada de solo tratados com cimento quer também quando refletidas para a camada de 
misturas betuminosas, tem influência na extensão horizontal na base da camada de misturas 
betuminosa do pavimento a meio vão, tal como se pode confirmar pela análise da Figura 5a. Esta 
figura mostra que quando se consideram módulos deformabilidade diferentes, a extensão horizontal 
pode ser de tração (sinal positivo) ou de compressão (sinal negativo), conforme se adotem módulos 
de deformabilidade de 1000 MPa ou de 4000 MPa, respetivamente. 

A Figura 7 apresenta a comparação das linhas de influência para o o Pavimento P1 e o 
Pavimento P2 (a legenda desta figura é igual à descrita para as Figuras 5 e 6). Para a análise foi 
utilizado em todos os casos o mesmo módulo de deformabilidade na camada de misturas 
betuminosas com um valor igual a 1000 MPa. Nos casos da tensão horizontal de tração na camada 
de solo tratado com cimento (Figura 7b) e da extensão vertical de compressão no topo da fundação 
(Figura 7c) os comportamentos foram muito similares entre os dois pavimentos. No caso da extensão 
horizontal de tração na camada de misturas betuminosas (Figura 7a) é possível observar maiores 
diferenças pois, sendo o módulo de deformabilidade igual, a espessura da camada de misturas 
betuminosas do Pavimento P1 é significativamente superior. Para este pavimento e quando a carga 
se encontra a meio vão, a extensão é sempre de tração e atinge o valor máximo. 

De forma global, é possível concluir que, em geral, os valores das extensões e tensão foram 
pouco afetados pela existência de fendas induzidas na camada de solo tratado com cimento, mesmo 
quando elas são refletidas para a camada superiores de misturas betuminosas. Este é um resultado 
já expectável, tendo em conta que estas as grandezas foram medidas em locais afastados das fendas. 
Para esses locais, a simplificação da consideração de camadas contínuas e íntegras (sem fendas), 
como é corrente no dimensionamento de pavimentos semirrígidos, é uma aproximação razoável. 

 
3.3.2 – Comportamento em zona próxima da fenda 

Para a situação em que se procurou analisar as linhas de influência em zona próxima da fenda 
(por constrangimentos da modelação numérica essa zona localiza-se à distância de 0,50 m), foi 
adotada uma análise em tudo semelhante à descrita para o caso da análise do comportamento em 
zona afastada da fenda (secção 3.3.1). Primeiramente foram analisadas as linhas de influência para 
as duas estruturas de pavimento (Pavimento P1 e Pavimento P2), considerando os critérios de 
dimensionamento em análise nas várias camadas. Seguidamente, procedeu-se à comparação das 
linhas de influência para os dois pavimentos admitindo também um módulo de deformabilidade para 
a camada de misturas betuminosas igual a 1000 MPa. 

   

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 7 – Comparação das linhas de influência em zona afastada da fenda entre pavimentos. 

 
As Figuras 8 e 9 mostram as linhas de influência em zona próxima da fenda para as duas 

estruturas de pavimento: Pavimento P1 (Figura 8) e Pavimento P2 (Figura 9). Igualmente, as linhas 
de influência foram traçadas para as grandezas em análise: máxima extensão horizontal de tração na 
base da camada de misturas betuminosas (Figuras 8a e 9a), máxima tensão horizontal na base da 
camada de solo tratado com cimento (Figuras 8b e 9b) e máxima extensão vertical no topo da 
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fundação (Figuras 8c e 9c). Da mesma forma, foram considerados os módulos de deformabilidade 
de 4000 MPa e de 1000 MPa para a camada de misturas betuminosas, correspondentes às hipóteses 
A e B apresentadas no Quadro 1, respetivamente. A legenda desta figura é igual à descrita para as 
Figuras 5 e 6 da secção 3.3.1. 

 

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 

 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 8 – Linhas de influência em zona próxima da fenda no Pavimento P1. 

   

 

 
 

a) Máxima extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas 
 

 
 

b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 
 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 9 – Linhas de influência em zona próxima da fenda no Pavimento P2. 

 
O comportamento evidenciado para a zona próxima da fenda foi similar para ambos os 

pavimentos e para as várias condições estudadas. Em geral, as linhas de influência não são muito 
diferentes. Isto significa que a existência de fendas não teve uma influência significativa no 
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fundação (Figuras 8c e 9c). Da mesma forma, foram considerados os módulos de deformabilidade 
de 4000 MPa e de 1000 MPa para a camada de misturas betuminosas, correspondentes às hipóteses 
A e B apresentadas no Quadro 1, respetivamente. A legenda desta figura é igual à descrita para as 
Figuras 5 e 6 da secção 3.3.1. 
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b) Máxima tensão horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento 

 

 
 

c) Máxima extensão vertical de compressão no topo da fundação 
 

Fig. 8 – Linhas de influência em zona próxima da fenda no Pavimento P1. 
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O comportamento evidenciado para a zona próxima da fenda foi similar para ambos os 

pavimentos e para as várias condições estudadas. Em geral, as linhas de influência não são muito 
diferentes. Isto significa que a existência de fendas não teve uma influência significativa no 
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comportamento estrutural dos pavimentos, considerando os diferentes valores de módulo de 
deformabilidade da camada de misturas betuminosas. Também neste caso é possível observar que a 
extensão vertical de compressão no topo da fundação e a tensão horizontal de tração na camada de 
solo tratado com cimento apresentaram maiores valores para o pavimento com menor módulo de 
deformabilidade da camada de misturas betuminosas (Figuras 8b, 8c, 9b e 9c). Relativamente à 
extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas, como seria de esperar, verificou-
se que se obteve os maiores valores no caso dos pavimentos com maior módulo de deformabilidade 
(Figuras 8a e 9a). 

A Figura 10 permite comparar as linhas de influência para os dois pavimentos (a legenda desta 
figura é também igual à descrita anteriormente para as Figuras 5 e 6) quando se considerou para a 
camada de misturas betuminosas um módulo de deformabilidade igual a 1000 MPa. Os resultados 
foram semelhantes para a extensão vertical de compressão no topo da fundação, mas ligeiramente 
superiores no Pavimento P1 (Figura 10c). De notar a particularidade de não ocorrerem tensões 
horizontais de tração na camada de solo tratado com cimento do Pavimento P2 para o caso de camada 
descontínua de solo tratado com cimento (com fendas) e camada descontínua de misturas 
betuminosas (com reflexão de fendas) (Figura 10b). Também as máximas extensões horizontais de 
tração na camada de misturas betuminosas ocorreram no Pavimento P1 com a camada descontínua 
de solo tratado com cimento (com fendas) e camada descontínua de misturas betuminosas (com 
reflexão de fendas) (Figura 10a). 

4 – CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O artigo abordou o comportamento de solos tratados com cimento em camada de base de 
pavimentos semirrígidos, nomeadamente a influência da espessura da camada superior de misturas 
betuminosas e da existência de fendas no comportamento estrutural. 

Procedeu-se a uma análise numérica pelo método dos elementos finitos, com base na utilização 
do programa ADINA, em modelações bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D) de duas estruturas 
de pavimento concebidas de acordo com as metodologias Portuguesa e Francesa para países 
tropicais para condições equivalentes de fundação e tráfego. Estas estruturas são constituídas por 
camada de base em solo tratado com cimento e por camada superior em misturas betuminosas. O 
estudo comparativo das situações analisadas foi efetuado para os estados de tensão e extensão nas 
estruturas de pavimento: extensão horizontal de tração na camada de misturas betuminosas; tensão 
horizontal de tração na camada de solo tratado com cimento; e extensão vertical de compressão no 
topo da fundação. Estas extensões e tensão são correntemente utilizadas no dimensionamento dos 
pavimentos semirrígidos por estarem associadas aos critérios de fadiga (nas camadas de materiais 
ligados) e de deformações permanentes (ao nível da fundação do pavimento). 

O estudo realizado permitiu confirmar a vantagem computacional de se considerarem modelos 
2D na análise de estruturas de pavimentos, sempre que tal seja possível. Com efeito, a maior 
vantagem da utilização de modelos 2D é a possibilidade de se obterem resultados aceitáveis com 
malhas envolvendo discretizações com número muito inferior de graus de liberdade quando 
comparado com malhas de elementos finitos tridimensionais. Por esta razão, o esforço 
computacional associado a modelos 2D é previsivelmente muito inferior ao associado a modelos 
3D. A modelação 3D pode ser justificável quando se pretendem considerar efeitos que não podem 
ser adequadamente simulados com modelos 2D (como é o caso do fendilhamento) ou quando se 
deixam de verificar as condições que permitem a adoção das hipóteses simplificativas que estão na 
base da construção dos modelos 2D. O presente estudo mostrou que a vantagem da modelação 3D 
foi a simulação da existência de fendas nas camadas do pavimento (efeito ainda não explorado) e o 
efeito da passagem de um carregamento móvel à superfície. 

Na análise dos pavimentos com deformabilidade diferente foi observado que, em geral, a 
extensão vertical de compressão no topo da fundação foi sempre menor no pavimento com maior 
espessura de camada de misturas betuminosas, favorecendo o critério da deformação permanente. 
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Em relação ao critério de fadiga das camadas betuminosas, constatou-se que foi para o 

pavimento com maior espessura das misturas betuminosas que foi possível mobilizar extensões de 
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na camada de solo tratado com cimento, constatou-se que a tensão de tração foi maior no pavimento 
com camada de misturas betuminosas menos espessa. Se o módulo de deformabilidade das misturas 
betuminosas for menor, então pode ser maior a tensão de tração na base da camada de solo tratado 
com cimento devido à maior deformabilidade global da estrutura do pavimento. 

No âmbito do estudo das linhas de influência dos estados de deformação e tensão associados 
aos critérios de dimensionamento dos pavimentos semirrígidos e mobilizados por carga em 
movimento, foram estudados diferentes casos. As linhas de influência foram avaliadas para duas 
zonas distintas: (a) zona afastada da fenda; (b) zona na proximidade da fenda. Foram ainda objeto 
de análise três outras situações: (1) pavimento de camadas contínuas (sem fendas); (2) pavimento 
de camada descontínua de solo tratado com cimento (com fendas), e camada contínua de misturas 
betuminosas (sem reflexão de fendas); (3) pavimento de camada descontínua de solo tratado com 
cimento (com fendas), e camada descontínua de misturas betuminosas (com reflexão de fendas). 

Na análise em zona afastada da fenda, constatou-se que o comportamento estrutural do 
pavimento não foi influenciado pela existência da fenda uma vez que é uma zona suficientemente 
distante do local da fenda. Foi ainda constatado que no caso das estruturas de pavimento com 
diferentes módulos de deformabilidade da camada de misturas betuminosas, os valores que se 
obtiveram para as extensões foram maiores no caso em que o módulo de deformabilidade da camada 
de mistura betuminosa é menor. Na zona da proximidade da fenda, foi observado que as soluções 
obtidas com o pavimento de maior espessura da camada de misturas betuminosas foram semelhantes 
às obtidas no caso dessa mesma espessura ser menor. Também neste caso a extensão vertical na 
fundação e a tensão horizontal na camada de solo tratado com cimento apresentaram maiores valores 
para o caso de menor módulo de deformabilidade das misturas betuminosas. Já para a extensão 
horizontal na camada de misturas betuminosas verificou-se, que foi para o caso do pavimento com 
maior módulo de deformabilidade que os valores obtidos foram maiores. 

O comportamento evidenciado no cenário de existência de fendas mostra que para uma dada 
estrutura de pavimento se pode ter uma redução da sua vida útil. Ao contrário do que se passa nos 
pavimentos rígidos (pavimentos de betão), as metodologias correntemente utilizadas no 
dimensionamento de pavimentos semirrígidos são baseados em modelos 2D (método das diferenças 
finitas aplicado a um sistema estratificado de múltiplas camadas), tal como nos pavimentos flexíveis, 
que não permitem considerar a presença de fendas. 

Futuramente poderá ser interessante efetuar modelações numéricas com modelos dos materiais 
de pavimentação diferentes do comportamento elástico linear, como é o caso das misturas 
betuminosas que tendem a exibir comportamentos mais complexos atendendo à sua viscosidade. O 
estudo apresentado considerou o modelo de ligação perfeita entre camadas. Assim, para melhor 
modelar o comportamento do pavimento, também poderá ser importante considerar a hipótese de 
existir escorregamento e/ou descolamento entre camadas, nomeadamente no contacto com a camada 
de solo tratado com cimento, que ao ser incluída no modelo de elementos finitos pode obrigar a 
definir relações constitutivas mais adequadas à modelação da ligação entre camadas adjacentes. 
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para o caso de menor módulo de deformabilidade das misturas betuminosas. Já para a extensão 
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que não permitem considerar a presença de fendas. 
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de pavimentação diferentes do comportamento elástico linear, como é o caso das misturas 
betuminosas que tendem a exibir comportamentos mais complexos atendendo à sua viscosidade. O 
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modelar o comportamento do pavimento, também poderá ser importante considerar a hipótese de 
existir escorregamento e/ou descolamento entre camadas, nomeadamente no contacto com a camada 
de solo tratado com cimento, que ao ser incluída no modelo de elementos finitos pode obrigar a 
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ao corte medido em compressão triaxial. Esse é, por exemplo, o caso particular de trajetórias de ten-
são em condições de deformação plana, facto reconhecido há muito tempo. Por exemplo, Meyerhof
(1963) propôs um aumento de 10% no ângulo de resistência ao corte medido em compressão triaxial
para ser utilizado em cálculos de capacidade de carga de fundações superficiais, em condições de de-
formação plana; Green e Bishop (1969) referem que o ângulo de resistência ao corte em deformação
plana pode ser até 5◦ maior do que o medido em ensaios de compressão triaxial.

Desde pelo menos os anos 70 do século passado que vários autores propuseram novos critérios
de rotura que levam em consideração a influência da tensão principal intermédia. Devido a este
facto, estes critérios promovem uma melhor representação do comportamento de materiais quando
submetidos a trajetórias de tensão diferentes das dos ensaios de compressão triaxial.

Entre esses critérios os mais conhecidos são provavelmente os propostos por Matsuoka e Nakai
(1974) e Lade e Duncan (1975), que são capazes de aproximar o comportamento do solos solicitados
em condições drenadas, quer sejam areias ou argilas (ver, por exemplo, Matsuoka e Nakai (1985) e
Lade e Musante (1978)).

Em relação ao campo da Análise Limite, considerando que esses critérios fornecem uma boa
aproximação dos resultados da resistência ao corte dos solos determinados experimentalmente, seria
de se esperar a existência de trabalhos sobre a estabilidade de estruturas geotécnicas que os utilizem.
No entanto, apesar do grande crescimento na produção de trabalhos em Análise Limite sobre os
mais variados problemas geotécnicos registado nos últimos anos, não se conhece a utilização dos
referidos critérios nesses trabalhos. Considerando as aplicações que utilizam o teorema da Região
Superior, nomeadamente as abordagens baseadas em mecanismos de rotura definidos analiticamente,
uma explicação plausível pode ser a falta de funções que permitam a determinação da dissipação
plástica em materiais governados por esses critérios. No que diz respeito ao teorema da Região
Inferior, a justificação pode estar relacionada com a forma da superfície do critério e as consequentes
dificuldades em lidar com ela do ponto de vista numérico.

O objetivo do presente trabalho é apresentar a implementação numérica do critério Matsuoka-
Nakai estendido (MNE) (Matsuoka et al., 1990) num software de Análise Limite por Elementos
Finitos (ALEF) e mostrar a sua validade e aplicabilidade a problemas geotécnicos. O critério MNE
resulta da generalização do critério original de Matsuoka-Nakai, de forma a permitir a existência de
um valor não nulo de coesão efetiva.

2 – FORMULAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS PARA ANÁLISE LIMITE

Esta secção contém uma breve descrição de uma formulação de Análise Limite por Elementos
Finitos desenvolvida pelos autores com base no Método de Direção Alternada de Multiplicadores
(MDAM, ou Alternating Direction Method of Multipliers na nomenclatura Inglesa). Para obter uma
descrição detalhada o leitor é remetido a trabalhos anteriores (Vicente da Silva e Antão, 2007, 2008;
Antão et al., 2012; Vicente da Silva et al., 2020).

É um fato bem conhecido que os teoremas de Análise Limite podem ser exprimidos como prob-
lemas de otimização. Para tal, considere-se um sólido com comportamento perfeitamente plástico
e plasticidade associada. Sobre esse corpo agem carregamentos que podem ser agrupados em dis-
tribuições de forças de massa, bα, e de tensões nas fronteiras, tα, que estão sujeitas ao efeito multi-
plicador de um escalar α. Sobre o corpo agem também uma distribuição de forças de massa, b0, e
tensões nas fronteiras, b0, não afetadas por nenhum multiplicador de qualquer espécie.

Encontrar a solução do problema do teorema da Região Inferior (LB, relativa a Lower Bound na
nomenclatura Inglesa) consiste em encontrar o valor máximo do multiplicador α, que não causará o
colapso do corpo:

maximizar α (1a)

sujeito a: Dσ+ αbα + b0 = 0 em Ω (1b)

Nσ = αtα + t0 em Γσ (1c)

f(σ) ≤ 0 (1d)

Em complementaridade, o problema do teorema da Região Superior (UB, relativa a Upper
Bound na nomenclatura Inglesa) da análise de limite procura determinar o menor multiplicador
de carga que causará o colapso (ou iminência de colapso) do corpo em questão:

minimizar α(u̇, ε̇) =

∫

Ω

D(ε̇)dΩ−
∫

Ω

bT0 u̇dΩ+

∫

Γσ

tT0 u̇dΓσ (2a)

sujeito a: ε̇ = D∗u̇ em Ω (2b)

u = 0 em Γu (2c)

∫

Ω

bTα u̇dΩ+

∫

Γσ

tTα u̇dΓσ = 1 (2d)

Nos problemas de otimização 1 e 2, σ, ε e u representam os campos de tensão, deformação
plástica e deslocamento, respetivamente; D é o operador de equilíbrio (adjunto do operador de
compatibilidade, D∗), enquanto que N coleta as componentes do vetor normal unitário externo ao
sólido, associado ao operador de equilíbrio. D representa a taxa de dissipação de energia plástica por
unidade de volume expressa como uma função da taxa de deformação plástica. Nas restrições (1b-1c)
e (2b-2c), Ω representa o domínio do sólido, enquanto que Γσ e Γu denotam as suas fronteiras
estática e cinemática, respetivamente.

Por sua vez, o MDAM é um esquema de otimização iterativo capaz de resolver problemas não
lineares de programação matemática que podem ser formulados na seguinte forma padrão (Boyd
et al., 2011):

minimizar g(x) + h(z) (3a)

sujeito a Ax+Bz = 0 (3b)

onde x e z são as variáveis de decisão primárias e A e B são matrizes de transformação linear;
g(x) e h(z) são funções de valor estendido, sendo que a primeira geralmente introduz o carácter de
não linearidade no problema. O problema de otimização (3) pode ser transformado num problema
de ponto de sela sem restrições equivalente, recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange.
Nesse caso, a função objetivo é dada por:

L(x,z,y) = g(x) + h(z) + yT (Ax+Bz) +
ρ

2
||Ax+Bz||2 (4)

onde y denota uma variável de decisão dual suplementar. Além disso, à função Lagrangiana foi
acrescentado um termo quadrático de penalidade ponderado por ρ, um parâmetro escalar de penali-
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dade. O esquema de solução é resumido no Algoritmo 1, e consiste num procedimento de minimiza-
ção em duas etapas, onde as variáveis primárias são atualizadas alternadamente. Adicionalmente,
esse processo é intercalado pela atualização da variável dual.

Algoritmo 1 Esquema de solução do MDAM

Escolher arbitrariamente z0 e y0 ▷ inicialização
k ← 0
repetir

xk+1 ← min
x

L(x,zk,yk) ▷ passo de minimização em x

zk+1 ← min
z

L(xk+1,z,yk) ▷ passo de minimização em z

rk+1
p ←Axk+1 +Bzk+1 ▷ estimativa residual de viabilidade primal

yk+1 ← yk + ρrk+1
p ▷ atualização da variável dual

rk+1
d ← ρATB(zk+1 − zk) ▷ estimativa residual de viabilidade dual

atualização do parâmetro de penalidade ρ ▷ passo opcional
k ← k+ 1

até ||rkp || < TOLprimal ∧ ||rkd || < TOLdual ▷ critério de paragem

A ideia subjacente por trás da formulação de ALEF apresentada é a de deduzir uma versão
discreta dos problemas de análise de limite (1) e (2), definidos sob a forma padrão do MDAM (3), e
usar o Algoritmo 1 como ferramenta de otimização.

Em trabalhos anteriores, os autores mostraram que tal formulação pode ser obtida para o prob-
lema UB usando um modelo de elemento finito misto de três campos (Vicente da Silva e Antão,
2007; Antão et al., 2012; Vicente da Silva e Antão, 2012). Na presente formulação, as variáveis
primais representam os valores de velocidade nodal e taxa de deformação plástica associados às re-
spectivas aproximações. As variáveis duais são valores nodais da aproximação do campo tensorial
de tensão. Devido ao facto de múltiplos campos serem aproximados independentemente no domínio
dos elementos finitos, a formulação é considerada mista. A implementação em deformação plana
emprega elementos triangulares com interpolações quadráticas contínuas para o campo de veloci-
dade e interpolações lineares por elemento para a taxa de deformação e campo de tensão, como
mostrado esquematicamente no Quadro 1. Como de costume e em contraste com a interpolação
do campo de velocidades, tais aproximações não garantem a continuidade das deformações/tensões
entre os elementos.

Mais recentemente, a formulação para o problema LB foi deduzida com base no mesmo método
de otimização e explorando conceitos de dualidade (Vicente da Silva et al., 2020). A estratégia
implementada faz também uso dum modelo de elemento finito híbrido-misto de três campos. No
entanto, na formulação LB, os valores nodais das aproximações dos campos de velocidade e tensão
atuam como variáveis primárias, enquanto os valores nodais da aproximação da taxa de deformação
plástica correspondem às variáveis duais. Como no elemento UB, ambas as interpolações dos cam-
pos tensoriais recorrem a funções lineares no elemento. Por outro lado, a aproximação do campo de
velocidades é bastante peculiar: enquanto é adotada uma aproximação de campo de velocidades con-
stante no domínio do elemento, utilizam-se interpolações lineares em cada uma das suas fronteiras,
resultando num triângulo de elemento finito não convencional de 7 nós (ver o Quadro 1). Para lidar
com este campo de velocidades incoerente, um operador de compatibilidade discreto consistente foi
introduzido em Vicente da Silva et al. (2020). Uma vez que o elemento LB utiliza aproximações nas
fronteiras e no domínio simultaneamente, esta formulação é também considerada híbrida.

Quadro 1 – Elementos Finitos utilizados
Elemento Variáveis do MDAM

Finito x z y

UB

(variável nodal) (velocidade) (taxa de deformação) (tensão)

LB

(variável nodal) (velocidade) (taxa de deformação) (tensão)
• 2 componentes/nó
◦ 3 componentes/nó

Para concluir esta secção, vale a pena mencionar que as formulações apresentadas foram desen-
volvidas de forma a produzir aproximações estritas (inferiores ou superiores) da carga de colapso
exata.

3 – CRITÉRIO ESTENDIDO DE MATSUOKA-NAKAI

Comece-se por rever brevemente o critério de resistência de Mohr-Coulomb (MC). A sua super-
fície pode ser escrita em termos de tensões principais na seguinte forma:

σI

(
1− sin(ϕ′)

)
− σIII

(
1 + sin(ϕ′)

)
= 2c′ cos(ϕ′) (5)

onde ϕ′ denota o ângulo de resistência ao corte e c′ é a coesão efetiva do material. As tensões
principais são ordenadas de acordo com as suas magnitudes, σI ≥ σII ≥ σIII , sendo as componentes
de compressão consideradas positivas.

A expressão (5) pode ser reescrita usando o raio,

r =
σI − σIII

2
(6)

e a abcissa do ponto central,

C =
σI + σIII

2
(7)

da representação do círculo de Mohr definido por σI e σIII . Assim, introduzindo as definições (6) e
(7) em (5), resulta em,

C +
c′

tan(ϕ′)
=

1

sin(ϕ′)
r (8)

No espaço de tensões de Haigh-Westergaard, esta superfície de rotura é representada por uma
pirâmide centrada no eixo hidrostático e com uma secção transversal hexagonal irregular. De forma
semelhante ao critério de rotura de Tresca, a sua superfície não é continuamente diferenciável (reg-
ular) uma vez que a influência da tensão principal intermédia, σII , não é levada em conta.

O critério de resistência proposto por Matsuoka e Nakai (Matsuoka e Nakai, 1974, 1985) pode
ser interpretado como uma generalização do critério de Mohr-Coulomb. Em contraste com a pirâmide
hexagonal irregular associada ao critério de MC, a superfície de cedência de MN apresenta uma
forma cónica regular (exceto no ápice), que coincide com a superfície puramente friccional do
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dade. O esquema de solução é resumido no Algoritmo 1, e consiste num procedimento de minimiza-
ção em duas etapas, onde as variáveis primárias são atualizadas alternadamente. Adicionalmente,
esse processo é intercalado pela atualização da variável dual.

Algoritmo 1 Esquema de solução do MDAM

Escolher arbitrariamente z0 e y0 ▷ inicialização
k ← 0
repetir

xk+1 ← min
x

L(x,zk,yk) ▷ passo de minimização em x

zk+1 ← min
z

L(xk+1,z,yk) ▷ passo de minimização em z

rk+1
p ←Axk+1 +Bzk+1 ▷ estimativa residual de viabilidade primal

yk+1 ← yk + ρrk+1
p ▷ atualização da variável dual

rk+1
d ← ρATB(zk+1 − zk) ▷ estimativa residual de viabilidade dual

atualização do parâmetro de penalidade ρ ▷ passo opcional
k ← k+ 1

até ||rkp || < TOLprimal ∧ ||rkd || < TOLdual ▷ critério de paragem

A ideia subjacente por trás da formulação de ALEF apresentada é a de deduzir uma versão
discreta dos problemas de análise de limite (1) e (2), definidos sob a forma padrão do MDAM (3), e
usar o Algoritmo 1 como ferramenta de otimização.

Em trabalhos anteriores, os autores mostraram que tal formulação pode ser obtida para o prob-
lema UB usando um modelo de elemento finito misto de três campos (Vicente da Silva e Antão,
2007; Antão et al., 2012; Vicente da Silva e Antão, 2012). Na presente formulação, as variáveis
primais representam os valores de velocidade nodal e taxa de deformação plástica associados às re-
spectivas aproximações. As variáveis duais são valores nodais da aproximação do campo tensorial
de tensão. Devido ao facto de múltiplos campos serem aproximados independentemente no domínio
dos elementos finitos, a formulação é considerada mista. A implementação em deformação plana
emprega elementos triangulares com interpolações quadráticas contínuas para o campo de veloci-
dade e interpolações lineares por elemento para a taxa de deformação e campo de tensão, como
mostrado esquematicamente no Quadro 1. Como de costume e em contraste com a interpolação
do campo de velocidades, tais aproximações não garantem a continuidade das deformações/tensões
entre os elementos.
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atuam como variáveis primárias, enquanto os valores nodais da aproximação da taxa de deformação
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velocidades é bastante peculiar: enquanto é adotada uma aproximação de campo de velocidades con-
stante no domínio do elemento, utilizam-se interpolações lineares em cada uma das suas fronteiras,
resultando num triângulo de elemento finito não convencional de 7 nós (ver o Quadro 1). Para lidar
com este campo de velocidades incoerente, um operador de compatibilidade discreto consistente foi
introduzido em Vicente da Silva et al. (2020). Uma vez que o elemento LB utiliza aproximações nas
fronteiras e no domínio simultaneamente, esta formulação é também considerada híbrida.

Quadro 1 – Elementos Finitos utilizados
Elemento Variáveis do MDAM

Finito x z y

UB

(variável nodal) (velocidade) (taxa de deformação) (tensão)

LB

(variável nodal) (velocidade) (taxa de deformação) (tensão)
• 2 componentes/nó
◦ 3 componentes/nó

Para concluir esta secção, vale a pena mencionar que as formulações apresentadas foram desen-
volvidas de forma a produzir aproximações estritas (inferiores ou superiores) da carga de colapso
exata.

3 – CRITÉRIO ESTENDIDO DE MATSUOKA-NAKAI

Comece-se por rever brevemente o critério de resistência de Mohr-Coulomb (MC). A sua super-
fície pode ser escrita em termos de tensões principais na seguinte forma:
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(
1− sin(ϕ′)
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− σIII

(
1 + sin(ϕ′)

)
= 2c′ cos(ϕ′) (5)

onde ϕ′ denota o ângulo de resistência ao corte e c′ é a coesão efetiva do material. As tensões
principais são ordenadas de acordo com as suas magnitudes, σI ≥ σII ≥ σIII , sendo as componentes
de compressão consideradas positivas.

A expressão (5) pode ser reescrita usando o raio,

r =
σI − σIII

2
(6)

e a abcissa do ponto central,

C =
σI + σIII

2
(7)

da representação do círculo de Mohr definido por σI e σIII . Assim, introduzindo as definições (6) e
(7) em (5), resulta em,

C +
c′

tan(ϕ′)
=

1

sin(ϕ′)
r (8)

No espaço de tensões de Haigh-Westergaard, esta superfície de rotura é representada por uma
pirâmide centrada no eixo hidrostático e com uma secção transversal hexagonal irregular. De forma
semelhante ao critério de rotura de Tresca, a sua superfície não é continuamente diferenciável (reg-
ular) uma vez que a influência da tensão principal intermédia, σII , não é levada em conta.

O critério de resistência proposto por Matsuoka e Nakai (Matsuoka e Nakai, 1974, 1985) pode
ser interpretado como uma generalização do critério de Mohr-Coulomb. Em contraste com a pirâmide
hexagonal irregular associada ao critério de MC, a superfície de cedência de MN apresenta uma
forma cónica regular (exceto no ápice), que coincide com a superfície puramente friccional do
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Fig. 1 – Superfícies dos critérios de Matsuoka-Nakai e Mohr-Coulomb.

critério de MC ao longo do ápice e das arestas (ver Figura 1). A função do critério de MN pode
ser expressa em termos dos invariantes básicos do tensor das tensões da seguinte forma:

f(I1, I2, I3) = I1I2 −KMNI3 (9)

onde KMN é um parâmetro adimensional do material e onde as expressões dos invariantes básicos
do tensor de tensão são:

I1 = σI + σII + σIII (10a)

I2 = σIσII + σIIσIII + σIIIσI (10b)

I3 = σIσIIσIII (10c)

Neste ponto, é oportuno introduzir o sistema de coordenadas cilíndricas de Lode (θ, t, s). Aqui,
o eixo s coincide com o eixo da tensão hidrostática, enquanto θ e t representam um ângulo azimutal
e a respetiva distância radial no plano deviatórico. Estas coordenadas estão relacionadas com as
coordenadas das tensões principais (σI , σII , σIII) da seguinte forma:

s =
I1√
3

(11a)

t =

√
(σI − σII)2 + (σII − σIII)2 + (σIII − σI)2

3
(11b)

θ =
1

3
arcsin

(
3
√
6J3
t3

)
(11c)

onde J3 é o terceiro invariante do tensor das tensões deviatóricas:

J3 =
2

27
I31 − 1

3
I1I2 + I3 (12)

Dada a ordenação adotada para as tensões principais, o intervalo do ângulo de Lode é −π
6 ≤ θ ≤ π

6 .
Os valores limite de θ = −π

6 e θ = π
6 correspondem às condições de ensaios triaxiais de extensão

(σI = σII ≥ σIII ) e compressão (σI ≥ σII = σIII ) clássicos, respetivamente. De acordo com o
critério de MC, os raios deviatóricos de extensão e compressão são,

t(θ = −π

6
) = tE =

2
√
2 sin(ϕ′)

3 + sin(ϕ′)
s (13a)

t(θ =
π

6
) = tC =

2
√
2 sin(ϕ′)

3− sin(ϕ′)
s (13b)

Para calibrar ambos os critérios de modo a que ambos ajustem os dados dos testes triaxiais de com-
pressão, a seguinte igualdade deve ser mantida (Griffiths e Huang, 2009):

KMN =
9− sin2(ϕ′)

1− sin2(ϕ′)
(14)

Adicionalmente, é conveniente definir um sistema de coordenadas cartesianas adicional (τ1, τ2, s)
definido pela seguinte transformação linear:



τ1
τ2
s


 = R




σI

σII

σIII


 (15)

com,

R =




1/
√
2 0 −1/

√
2

−1/
√
6 2/

√
6 −1/

√
6

1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3


 (16)

onde os versores τ1 e τ2 são paralelos ao plano deviatórico (como mostrado na Figura 1). Essas
coordenadas deviatóricas (τ1, τ2) e as coordenadas de Lode (θ, t) para um determinado ponto de
tensão estão relacionadas da seguinte forma:

τ1 = t cos(θ) (17a)

τ2 = −t sin(θ) (17b)

Finalmente, fazendo uso das coordenadas de Lode, a função do critério MN (9) pode ser reescrita
na seguinte forma alternativa:

f(θ, t, s) = −
√
2KMN sin(3θ)t3 + (3KMN − 9)t2s+ (18− 2KMN )s3 (18)

Embora pensado inicialmente para materiais puramente friccionais, é possível estender o critério
de MN para lidar também com materiais apresentando coesão efetiva ou um intercepto de coesão
(Matsuoka et al., 1990). A ideia é aplicar uma translação à superfície de critério de MN ao longo
do eixo da tensão hidrostática para posicionar o ápice do critério no valor de tensão desejado, σ0 =
c′/tan(ϕ′). Esta transformação pode ser obtida substituindo nas expressões dos invariantes básicos
(10) os valores das tensões principais por tensões equivalentes,

σk = σk − σ0 , k = {I, II, III} (19)
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critério de MC ao longo do ápice e das arestas (ver Figura 1). A função do critério de MN pode
ser expressa em termos dos invariantes básicos do tensor das tensões da seguinte forma:

f(I1, I2, I3) = I1I2 −KMNI3 (9)

onde KMN é um parâmetro adimensional do material e onde as expressões dos invariantes básicos
do tensor de tensão são:

I1 = σI + σII + σIII (10a)

I2 = σIσII + σIIσIII + σIIIσI (10b)

I3 = σIσIIσIII (10c)

Neste ponto, é oportuno introduzir o sistema de coordenadas cilíndricas de Lode (θ, t, s). Aqui,
o eixo s coincide com o eixo da tensão hidrostática, enquanto θ e t representam um ângulo azimutal
e a respetiva distância radial no plano deviatórico. Estas coordenadas estão relacionadas com as
coordenadas das tensões principais (σI , σII , σIII) da seguinte forma:

s =
I1√
3

(11a)

t =

√
(σI − σII)2 + (σII − σIII)2 + (σIII − σI)2

3
(11b)

θ =
1

3
arcsin

(
3
√
6J3
t3

)
(11c)

onde J3 é o terceiro invariante do tensor das tensões deviatóricas:

J3 =
2

27
I31 − 1

3
I1I2 + I3 (12)

Dada a ordenação adotada para as tensões principais, o intervalo do ângulo de Lode é −π
6 ≤ θ ≤ π

6 .
Os valores limite de θ = −π

6 e θ = π
6 correspondem às condições de ensaios triaxiais de extensão

(σI = σII ≥ σIII ) e compressão (σI ≥ σII = σIII ) clássicos, respetivamente. De acordo com o
critério de MC, os raios deviatóricos de extensão e compressão são,

t(θ = −π

6
) = tE =

2
√
2 sin(ϕ′)

3 + sin(ϕ′)
s (13a)

t(θ =
π

6
) = tC =

2
√
2 sin(ϕ′)

3− sin(ϕ′)
s (13b)

Para calibrar ambos os critérios de modo a que ambos ajustem os dados dos testes triaxiais de com-
pressão, a seguinte igualdade deve ser mantida (Griffiths e Huang, 2009):

KMN =
9− sin2(ϕ′)

1− sin2(ϕ′)
(14)

Adicionalmente, é conveniente definir um sistema de coordenadas cartesianas adicional (τ1, τ2, s)
definido pela seguinte transformação linear:



τ1
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
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
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
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R =
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
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onde os versores τ1 e τ2 são paralelos ao plano deviatórico (como mostrado na Figura 1). Essas
coordenadas deviatóricas (τ1, τ2) e as coordenadas de Lode (θ, t) para um determinado ponto de
tensão estão relacionadas da seguinte forma:

τ1 = t cos(θ) (17a)

τ2 = −t sin(θ) (17b)

Finalmente, fazendo uso das coordenadas de Lode, a função do critério MN (9) pode ser reescrita
na seguinte forma alternativa:

f(θ, t, s) = −
√
2KMN sin(3θ)t3 + (3KMN − 9)t2s+ (18− 2KMN )s3 (18)

Embora pensado inicialmente para materiais puramente friccionais, é possível estender o critério
de MN para lidar também com materiais apresentando coesão efetiva ou um intercepto de coesão
(Matsuoka et al., 1990). A ideia é aplicar uma translação à superfície de critério de MN ao longo
do eixo da tensão hidrostática para posicionar o ápice do critério no valor de tensão desejado, σ0 =
c′/tan(ϕ′). Esta transformação pode ser obtida substituindo nas expressões dos invariantes básicos
(10) os valores das tensões principais por tensões equivalentes,

σk = σk − σ0 , k = {I, II, III} (19)
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CONDIÇÕES DE DEFORMAÇÃO PLANA

Considerando que a regra da normalidade da deformação plástica é válida, o que significa que o
vetor da taxa de deformação plástica, ε̇p, é normal à superfície da função potencial de fluxo plástico,
e assumindo por sua vez que esta função potencial coincide com o critério de cedência, tem-se que:

ε̇p = λ∇f (20)

onde λ é um escalar positivo (λ ≥ 0) e o gradiente da função definidora do critério de rotura é,

∇f =




∂f/∂σI

∂f/∂σII

∂f/∂σIII


 (21)

∇f ≡ −→n
s
(
t/
s)

DP

σII σIII

σI

θDP

Fig. 2 – Regra da normalidade de escoamento e plasticidade associada para o critério de Matsuoka-
Nakai em condições de deformação plana.

Em condições de deformação plana, é necessário evitar a deformação plástica fora do plano
em que ε = 0. De uma análise atenta da Figura 2 é possível concluir que para −π

6 ≤ θ ≤ π
6 esta

condição só pode ser satisfeita se a direção fora do plano coincidir com a direção da tensão principal
intermédia. A partir da imposição de deformações fora do plano nulas, é necessário que a seguinte
equação seja válida:

nII =
∂f

∂σII
= 0 (22)

Pode-se assim deduzir a expressão para a componente nII do vetor normal. Levando em con-
sideração (15) e aplicando a regra da derivação da função composta é possível escrever:

nII =
∂f

∂τ1�
�
��

0
∂τ1
∂σII

+
∂f

∂τ2

∂τ2
∂σII

+
∂f

∂s

∂s

∂σII
=

1√
3

√
2
∂f

∂τ2
+

∂f

∂s


(23)

A matriz Jacobiana da transformação (17) do sistema de coordenadas cilíndricas de Lode para o
sistema de coordenadas cartesianas do plano deviatórico, (t, θ) → (τ1, τ2), é dada por:

J =


∂τ1/∂θ ∂τ2/∂θ
∂τ1/∂t ∂τ2/∂t


=


−t sin(θ) −t cos(θ)
cos(θ) − sin(θ)


(24)

Assim, as derivadas parciais em (23) podem ser expressas em relação às coordenadas de Lode,

nII =
1√
3


∂f

∂s
+
√
2


∂f

∂θ
J−1
21 +

∂f
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22


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3


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−
√
2


∂f

∂θ

cos(θ)

t
+

∂f

∂t
sin(θ)



(25)
Por fim, introduzindo a definição da função de rotura (18) em (25) resulta em:

1√
3
nII(θ, t, s) =2KMN cos(3θ) cos(θ)t2 + (KMN − 3) t2+


2KMN sin(3θ)t2 − 2

√
2 (KMN − 3) ts


sin(θ) + (18− 2KMN )s2

(26)

Combinando as Eqs. (18), (22) e (26), é possível obter um sistema de duas equações não lineares
que permite definir os pontos na superfície de escoamento em deformação plana.


F1(θ, t/s) = −


(2)KMN sin(3θ)

�
t
s

3
+ (3KMN − 9)

�
t
s

2
+ 18− 2KMN = 0

F2(θ, t/s) = 2KMN

�
t
s

2
[cos(3θ) cos(θ) + sin(3θ) sin(θ)] + (KMN − 3)

�
t
s

2−
2
√
2 (KMN − 3) sin(θ)

�
t
s


+ 18− 2KMN = 0

(27)
Por uma questão de completude, apresenta-se em Apêndice um possível esquema de solução

para este sistema de equações. Doravante, as raízes relevantes de (27) são indicadas com a sigla DP
em subscrito.

Levando em conta as relações (15) e (17) a solução de (27) pode ser escrita no sistema de
coordenadas de tensões principais. Esta expressão é definida em termos de tensões equivalentes (19)
e traduz-se por:


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(28)
A manipulação algébrica destas expressões permite obter para as tensões no plano o raio e a abcissa
do ponto central da representação do círculo de Mohr. As respetivas expressões são:
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Combinando (29a) e (29b) de forma a eliminar s resulta:
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onde as seguintes igualdades devem ser válidas,
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CONDIÇÕES DE DEFORMAÇÃO PLANA

Considerando que a regra da normalidade da deformação plástica é válida, o que significa que o
vetor da taxa de deformação plástica, ε̇p, é normal à superfície da função potencial de fluxo plástico,
e assumindo por sua vez que esta função potencial coincide com o critério de cedência, tem-se que:

ε̇p = λ∇f (20)

onde λ é um escalar positivo (λ ≥ 0) e o gradiente da função definidora do critério de rotura é,

∇f =
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Fig. 2 – Regra da normalidade de escoamento e plasticidade associada para o critério de Matsuoka-
Nakai em condições de deformação plana.

Em condições de deformação plana, é necessário evitar a deformação plástica fora do plano
em que ε = 0. De uma análise atenta da Figura 2 é possível concluir que para −π

6 ≤ θ ≤ π
6 esta

condição só pode ser satisfeita se a direção fora do plano coincidir com a direção da tensão principal
intermédia. A partir da imposição de deformações fora do plano nulas, é necessário que a seguinte
equação seja válida:

nII =
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= 0 (22)

Pode-se assim deduzir a expressão para a componente nII do vetor normal. Levando em con-
sideração (15) e aplicando a regra da derivação da função composta é possível escrever:
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A matriz Jacobiana da transformação (17) do sistema de coordenadas cilíndricas de Lode para o
sistema de coordenadas cartesianas do plano deviatórico, (t, θ) → (τ1, τ2), é dada por:
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Assim, as derivadas parciais em (23) podem ser expressas em relação às coordenadas de Lode,
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Por fim, introduzindo a definição da função de rotura (18) em (25) resulta em:
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Combinando as Eqs. (18), (22) e (26), é possível obter um sistema de duas equações não lineares
que permite definir os pontos na superfície de escoamento em deformação plana.
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Por uma questão de completude, apresenta-se em Apêndice um possível esquema de solução

para este sistema de equações. Doravante, as raízes relevantes de (27) são indicadas com a sigla DP
em subscrito.

Levando em conta as relações (15) e (17) a solução de (27) pode ser escrita no sistema de
coordenadas de tensões principais. Esta expressão é definida em termos de tensões equivalentes (19)
e traduz-se por:
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A manipulação algébrica destas expressões permite obter para as tensões no plano o raio e a abcissa
do ponto central da representação do círculo de Mohr. As respetivas expressões são:
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onde as seguintes igualdades devem ser válidas,
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Quadro 2 – Parâmetros de resistência equivalentes para o critério de MNE em deformação plana
KMN ϕ′ (◦) ϕ′

DP (
◦) c′

DP/c′

9,249 10 11,53 1,157
9,574 15 17,25 1,159
10,060 20 22,94 1,163
10,740 25 28,56 1,167
11,667 30 34,11 1,173
12,922 35 39,58 1,180
14,633 40 44,94 1,189
17,000 45 50,18 1,199

c′DP = c′
tan(ϕ′

DP)

tan(ϕ′)
(31b)

c′DP e ϕ′
DP representam a coesão efetiva equivalente em deformação plana e o ângulo de resistência ao

corte em deformação plana, respetivamente.
Confrontando a expressão (8) apresentada para o critério de resistência MC com a expressão

(30), deduzida para o critério MN em deformações planas, conclui-se que são análogas. Conse-
quentemente, nesta situação, o critério de MN pode ser tratado como o de MC, desde que sejam
usados os parâmetros equivalentes do material de deformação plana. É digno de nota o fato de
que, usando uma abordagem diferente, Potts e Gens (1984) chegaram à mesma conclusão para ma-
teriais puramente friccionais e apresentaram uma estratégia alternativa para calcular o ângulo de
resistência ao corte em deformação plana equivalente, deixando de fora o tratamento do comporta-
mento coesivo. Lagioia e Panteghini (2017) com base numa versão reescrita do critério MN também
chegaram a uma expressão analítica para esta relação, neste caso contendo também o tratamento da
coesão efetiva.

O Quadro 2 mostra as coesões efetivas em deformação plana equivalentes assim como os ân-
gulos de resistência ao corte, para uma ampla gama de ângulos de resistência ao corte. A mesma
informação também é mostrada na Figura 3. Os resultados mostram que, com o aumento do ân-
gulo de resistência ao corte, há um crescimento linear do ângulo de resistência ao corte equivalente,
chegando a um valor de +5◦ para um ângulo de resistência ao corte de 45◦. Para a coesão efetiva
equivalente, os resultados revelam um crescimento quadrático, variando de um aumento de 15% para
um ângulo de resistência ao corte de 10◦, até 20% para um ângulo de resistência ao corte de 45◦.

4 – APLICAÇÕES NUMÉRICAS

Apresenta-se seguidamente o estudo de três problemas geotécnicos de diferente índole de forma
a ilustrar as capacidades da abordagem proposta. Os exemplos iniciais lidam com a capacidade de
carga de fundações superficiais, enquanto o último exemplo analisa o problema da estabilidade de
taludes.

4.1 – Determinação do fator de capacidade de carga Nγ

De acordo com a amplamente adotada teoria da capacidade de carga de Terzaghi (1943), a carga
última por unidade de comprimento, qu, de uma fundação superficial apoiada num maciço de areia,
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Fig. 3 – Parâmetros de resistência equivalentes para o critério de MNE em deformação plana.

sem sobrecarga ao nível da base da fundação, pode ser obtida pela expressão:

qu =
1

2
γBNγ (32)

onde γ é o peso próprio do solo, B é a largura da sapata e Nγ é um fator de capacidade de carga,
adimensional. Este último depende apenas do ângulo de resistência ao corte do solo, ϕ′. O pre-
sente estudo incide apenas no caso de fundações de base perfeitamente rugosa. Para a determinação
numérica de Nγ , é comummente aceite que o comportamento do solo pode ser descrito como um
material perfeitamente plástico com um fluxo associado, obedecendo ao critério de resistência de
MC.

Nessas condições, Martin (2005) publicou valores de Nγ , que considerou serem exatos, calcula-
dos recorrendo ao método das características. Apesar de nesse trabalho apenas terem sido publicado
os valores de Nγ para um número limitado de ângulos de resistência ao corte, o autor disponibilizou
na sua página na Internet os valores que correspondem a uma enorme gama de valores de ϕ′. Quase
ao mesmo tempo, usando uma abordagem semelhante, Smith (2005) publicou uma nota técnica
com uma tabela abrangente dos valores de Nγ . As soluções desses dois autores estão em perfeita
concordância, embora os valores de Martin apresentem mais dígitos de precisão. Como resultado,
Salgado (2006) propôs uma expressão aproximada para Nγ , capaz de ajustar esses dados, dada por:

Nγ = (Nq − 1) tan(1.32ϕ′) (33)

onde Nq denota o fator de capacidade de carga associado ao termo de sobrecarga, sendo a sua
expressão analítica exata conhecida (Hansen, 1970):

Nq =
1+ sin(ϕ′)

1− sin(ϕ′)
eπ tanϕ′

(34)
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(30), deduzida para o critério MN em deformações planas, conclui-se que são análogas. Conse-
quentemente, nesta situação, o critério de MN pode ser tratado como o de MC, desde que sejam
usados os parâmetros equivalentes do material de deformação plana. É digno de nota o fato de
que, usando uma abordagem diferente, Potts e Gens (1984) chegaram à mesma conclusão para ma-
teriais puramente friccionais e apresentaram uma estratégia alternativa para calcular o ângulo de
resistência ao corte em deformação plana equivalente, deixando de fora o tratamento do comporta-
mento coesivo. Lagioia e Panteghini (2017) com base numa versão reescrita do critério MN também
chegaram a uma expressão analítica para esta relação, neste caso contendo também o tratamento da
coesão efetiva.

O Quadro 2 mostra as coesões efetivas em deformação plana equivalentes assim como os ân-
gulos de resistência ao corte, para uma ampla gama de ângulos de resistência ao corte. A mesma
informação também é mostrada na Figura 3. Os resultados mostram que, com o aumento do ân-
gulo de resistência ao corte, há um crescimento linear do ângulo de resistência ao corte equivalente,
chegando a um valor de +5◦ para um ângulo de resistência ao corte de 45◦. Para a coesão efetiva
equivalente, os resultados revelam um crescimento quadrático, variando de um aumento de 15% para
um ângulo de resistência ao corte de 10◦, até 20% para um ângulo de resistência ao corte de 45◦.
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carga de fundações superficiais, enquanto o último exemplo analisa o problema da estabilidade de
taludes.

4.1 – Determinação do fator de capacidade de carga Nγ

De acordo com a amplamente adotada teoria da capacidade de carga de Terzaghi (1943), a carga
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sem sobrecarga ao nível da base da fundação, pode ser obtida pela expressão:
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onde γ é o peso próprio do solo, B é a largura da sapata e Nγ é um fator de capacidade de carga,
adimensional. Este último depende apenas do ângulo de resistência ao corte do solo, ϕ′. O pre-
sente estudo incide apenas no caso de fundações de base perfeitamente rugosa. Para a determinação
numérica de Nγ , é comummente aceite que o comportamento do solo pode ser descrito como um
material perfeitamente plástico com um fluxo associado, obedecendo ao critério de resistência de
MC.

Nessas condições, Martin (2005) publicou valores de Nγ , que considerou serem exatos, calcula-
dos recorrendo ao método das características. Apesar de nesse trabalho apenas terem sido publicado
os valores de Nγ para um número limitado de ângulos de resistência ao corte, o autor disponibilizou
na sua página na Internet os valores que correspondem a uma enorme gama de valores de ϕ′. Quase
ao mesmo tempo, usando uma abordagem semelhante, Smith (2005) publicou uma nota técnica
com uma tabela abrangente dos valores de Nγ . As soluções desses dois autores estão em perfeita
concordância, embora os valores de Martin apresentem mais dígitos de precisão. Como resultado,
Salgado (2006) propôs uma expressão aproximada para Nγ , capaz de ajustar esses dados, dada por:

Nγ = (Nq − 1) tan(1.32ϕ′) (33)

onde Nq denota o fator de capacidade de carga associado ao termo de sobrecarga, sendo a sua
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Quadro 3 – Estimativas da Região Inferior e da Região Superior para Nγ

ϕ′ (◦) NLB
γ NUB

γ

10 0,5974 0,6140
15 1,767 1,800
20 4,616 4,704
25 11,60 11,76
30 29,47 30,27
35 78,71 79,49
40 230,1 239,8
45 773,8 791,2

Alternativamente, Hjiaj et al. (2005), recorrendo a métodos de ALEF, propuseram uma expressão,
que, apesar de um pouco mais rebuscada, se ajustava bem aos resultados obtidos por esses autores :

Nγ = e
π+3π2 tan(ϕ′)

6

(
tan(ϕ′)

) 2π
5 (35)

Vale também a pena salientar que a fórmula preconizada no Anexo D do Eurocódigo 7 (CEN, 2004)),

Nγ = 2(Nq − 1) tan(ϕ′) (36)

resultante de uma aproximação aos valores numéricos obtidos por Caquot e Kerisel (1953), tende,
aparentemente, a sobrestimar o valor exato de Nγ , determinado com o ângulo de resistência ao corte
obtido em compressão triaxial, o que levanta algumas questões do ponto de vista da segurança.

Uma comparação entre as soluções mencionadas é mostrada no gráfico da Fig. 4, onde ϕ′ denota
o ângulo de resistência ao corte obtido em compressão triaxial. Além disso, esta figura exibe as
estimativas dos limites das região inferior e da região superior para o fator de capacidade de carga
Nγ usando o critério de resistência de MNE, calculado com a abordagem apresentada neste trabalho.
Os valores numéricos destes cálculos são também apresentados no Quadro 3. Adicionalmente, a Fig.
4 mostra a curva dos valores de Martin (2005) sendo que o ângulo de resistência ao corte usado no
cálculo é o ângulo de resistência ao corte de deformação plana equivalente (ver Fig. 3). Aceitando
a exatidão dos valores de Martin (2005), o procedimento utilizado permite calcular a solução exata
para o fator de capacidade de carga Nγ obtido com o critério de MNE. A análise dos resultados
permite as seguintes observações:

• a formulação ALEF proposta tem a capacidade de produzir limites estritos e precisos da carga
exata;

• a influência da tensão principal intermédia afeta significativamente os resultados de problemas
da capacidade de carga de fundações sob condições de deformação plana, principalmente para
solos com maiores ângulos de resistência ao corte;

• a fórmula proposta no EC7 (36) subestima a capacidade de carga teórica obtida recorrendo ao
critério de MNE; este fato sugere que, se usada com o ângulo de resistência ao corte obtido
em compressão triaxial, a expressão do EC7 está, de fato, no lado da segurança da capacidade
de carga de uma fundação superficial em deformação plana.
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Fig. 4 – Propostas para o fator de capacidade de carga Nγ .

4.2 – Capacidade de carga em solos estratificados

O presente exemplo pretende tratar a simulação numérica de testes experimentais realizados
em fundações superficiais sujeitas a cargas inclinadas. As fundações estão apoiadas numa camada
de areia, por sua vez sobreposta a uma camada de argila. Nestes ensaios foi realizado um estudo
paramétrico da influência da espessura da camada superior e da inclinação da carga. A Figura 5
representa esquematicamente a geometria do problema. Para mais detalhes sobre os testes, o leitor é
reenviado a Meyerhof e Hanna (1978) e Hanna (1981b).

Para avaliar as propriedades mecânicas dos materiais, nomeadamente o ângulo de resistência
ao corte da areia, foram testadas amostras deste material em dois equipamentos diferentes - um
dispositivo triaxial e um aparelho de deformação plana descritos em Hanna (1981a). Os resultados
apresentados em Hanna (1981b) apontam para um ângulo de resistência ao corte de 43,2◦ com base
no teste triaxial, enquanto o teste em deformação plana conduz a um valor mais elevado de 47,7◦.
Esta diferença está em conformidade com as observações de Green e Bishop (1969). Para a mode-
lação numérica, de acordo com (14), foi adotado para o parâmetro do critério de resistência de MNE,
KMN , o valor de 16,05, que corresponde a calibrar o modelo para um ângulo de resistência ao corte
obtido em compressão triaxial de 43,2◦. Como descrito na secção 3, em condições de deformação
plana este parâmetro é equivalente a um ângulo de resistência ao corte de MC de aproximadamente
48,1◦. O depósito de argila foi modelado pelo critério de resistência de Tresca com uma resistência
ao corte não drenada de 10kPa.

A Figura 6 mostra a comparação entre as soluções numéricas e os resultados experimentais da
componente vertical da capacidade de carga. Os valores obtidos numericamente no presente tra-
balho são também apresentadas no Quadro 4. Observa-se que as diferenças entre os resultados da
região inferior e da região superior são pequenas, garantindo assim que a curva proposta, obtida
pela média desses resultados, esteja próxima da solução exata. Os resultados numéricos revelam
uma concordância razoável com os dos testes experimentais. No entanto, à medida que o ângulo da
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35 78,71 79,49
40 230,1 239,8
45 773,8 791,2

Alternativamente, Hjiaj et al. (2005), recorrendo a métodos de ALEF, propuseram uma expressão,
que, apesar de um pouco mais rebuscada, se ajustava bem aos resultados obtidos por esses autores :

Nγ = e
π+3π2 tan(ϕ′)

6

(
tan(ϕ′)

) 2π
5 (35)

Vale também a pena salientar que a fórmula preconizada no Anexo D do Eurocódigo 7 (CEN, 2004)),

Nγ = 2(Nq − 1) tan(ϕ′) (36)

resultante de uma aproximação aos valores numéricos obtidos por Caquot e Kerisel (1953), tende,
aparentemente, a sobrestimar o valor exato de Nγ , determinado com o ângulo de resistência ao corte
obtido em compressão triaxial, o que levanta algumas questões do ponto de vista da segurança.

Uma comparação entre as soluções mencionadas é mostrada no gráfico da Fig. 4, onde ϕ′ denota
o ângulo de resistência ao corte obtido em compressão triaxial. Além disso, esta figura exibe as
estimativas dos limites das região inferior e da região superior para o fator de capacidade de carga
Nγ usando o critério de resistência de MNE, calculado com a abordagem apresentada neste trabalho.
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da capacidade de carga de fundações sob condições de deformação plana, principalmente para
solos com maiores ângulos de resistência ao corte;

• a fórmula proposta no EC7 (36) subestima a capacidade de carga teórica obtida recorrendo ao
critério de MNE; este fato sugere que, se usada com o ângulo de resistência ao corte obtido
em compressão triaxial, a expressão do EC7 está, de fato, no lado da segurança da capacidade
de carga de uma fundação superficial em deformação plana.
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Fig. 4 – Propostas para o fator de capacidade de carga Nγ .

4.2 – Capacidade de carga em solos estratificados

O presente exemplo pretende tratar a simulação numérica de testes experimentais realizados
em fundações superficiais sujeitas a cargas inclinadas. As fundações estão apoiadas numa camada
de areia, por sua vez sobreposta a uma camada de argila. Nestes ensaios foi realizado um estudo
paramétrico da influência da espessura da camada superior e da inclinação da carga. A Figura 5
representa esquematicamente a geometria do problema. Para mais detalhes sobre os testes, o leitor é
reenviado a Meyerhof e Hanna (1978) e Hanna (1981b).

Para avaliar as propriedades mecânicas dos materiais, nomeadamente o ângulo de resistência
ao corte da areia, foram testadas amostras deste material em dois equipamentos diferentes - um
dispositivo triaxial e um aparelho de deformação plana descritos em Hanna (1981a). Os resultados
apresentados em Hanna (1981b) apontam para um ângulo de resistência ao corte de 43,2◦ com base
no teste triaxial, enquanto o teste em deformação plana conduz a um valor mais elevado de 47,7◦.
Esta diferença está em conformidade com as observações de Green e Bishop (1969). Para a mode-
lação numérica, de acordo com (14), foi adotado para o parâmetro do critério de resistência de MNE,
KMN , o valor de 16,05, que corresponde a calibrar o modelo para um ângulo de resistência ao corte
obtido em compressão triaxial de 43,2◦. Como descrito na secção 3, em condições de deformação
plana este parâmetro é equivalente a um ângulo de resistência ao corte de MC de aproximadamente
48,1◦. O depósito de argila foi modelado pelo critério de resistência de Tresca com uma resistência
ao corte não drenada de 10kPa.

A Figura 6 mostra a comparação entre as soluções numéricas e os resultados experimentais da
componente vertical da capacidade de carga. Os valores obtidos numericamente no presente tra-
balho são também apresentadas no Quadro 4. Observa-se que as diferenças entre os resultados da
região inferior e da região superior são pequenas, garantindo assim que a curva proposta, obtida
pela média desses resultados, esteja próxima da solução exata. Os resultados numéricos revelam
uma concordância razoável com os dos testes experimentais. No entanto, à medida que o ângulo da
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Quadro 4 – Valores da Região Superior e da Região Inferior para a capacidade de carga vertical de
uma fundação superficial apoiada em meio estratificado, qvu = qu cos(i) [kPa],

i = 0◦ i = 10◦ i = 20◦ i = 30◦

H/B LB UB LB UB LB UB LB UB
0 51,40 51,48 40,40 40,71 27,34 27,42 17,32 17,37

0,25 49,71 51,29 37,3 38,25 23,93 24,49 14,18 14,63
0,5 54,03 54,8 38,58 39,72 24,24 24,98 13,30 13,80
1 65,62 67,82 48,49 50,06 31,96 32,90 12,89 13,68
2 106,68 108,41 84,63 87,09 38,75 42,08 12,84 13,63
3 157,4 163,34 93,00 103,95 38,52 42,58 12,82 13,68

3,5 179,74 196,56 — — — — — —
4 202,94 217,34 93,40 104,14 38,89 42,05 12,86 13,64

4,5 201,35 216,50 — — — — — —
5 203,56 215,31 93,42 104,85 38,81 42,20 12,88 13,63

direção de aplicação da carga com a vertical, i, diminui, há uma maior discrepância entre os resul-
tados. Verifique-se ainda que nos resultados da modelação numérica se verifica que para i = 30◦ a
introdução da camada de areia reduz a capacidade de carga total do solo, o que não é comprovado
pelos resultados experimentais.

Independentemente do ângulo da direção de aplicação da carga com a vertical, pode ser obser-
vada uma queda inicial na capacidade de carga da sapata para situações correspondentes aos casos
com camadas de areia de espessura mais baixa (geralmente H/B ≤ 0,5), sendo que este efeito é mais
percetível para cargas mais inclinadas. Infelizmente, devido à falta de dados experimentais para esta
faixa de H/B, não é possível fundamentar este comportamento.

Os resultados propostos no presente trabalho tendem a subestimar o valor da carga de rotura. No
entanto, é importante ressaltar que o uso do critério de MC acentuaria ainda mais esse efeito, mesmo
que calibrado para o ângulo de atrito em deformação plana experimental de 47,7◦.
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Fig. 5 – Fundação superficial sob a ação de cargas inclinadas, apoiada em solo disposto por camadas.

4.3 – Estabilidade de taludes estratificados

O último exemplo apresentado diz respeito à determinação do número de estabilidade,
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para taludes com altura H e ângulo de inclinação β, atravessando duas camadas distintas de solo.
Em (37), Hcr denota a altura crítica do talude. Os solos de ambas as camadas têm a mesma coesão
efetiva, c′, e peso próprio, γ, sendo os seus ângulos de resistência ao corte, ϕ′

1 e ϕ′
2, diferentes. A Fig.

7 representa esquematicamente a geometria do problema. Foram analisados dois valores diferentes
para a proporção entre as alturas das duas camadas, H1/H =0,2 e 0,8, para um β variando de 45 a
90◦. Além disso, o valor do ângulo de resistência ao corte para a camada superior, ϕ′

1, variou entre
20 e 30◦, enquanto para a camada inferior ϕ′

2 variou entre 30 e 40◦.
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Fig. 7 – Definição da geometria do talude estratificado.
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tados. Verifique-se ainda que nos resultados da modelação numérica se verifica que para i = 30◦ a
introdução da camada de areia reduz a capacidade de carga total do solo, o que não é comprovado
pelos resultados experimentais.

Independentemente do ângulo da direção de aplicação da carga com a vertical, pode ser obser-
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com camadas de areia de espessura mais baixa (geralmente H/B ≤ 0,5), sendo que este efeito é mais
percetível para cargas mais inclinadas. Infelizmente, devido à falta de dados experimentais para esta
faixa de H/B, não é possível fundamentar este comportamento.

Os resultados propostos no presente trabalho tendem a subestimar o valor da carga de rotura. No
entanto, é importante ressaltar que o uso do critério de MC acentuaria ainda mais esse efeito, mesmo
que calibrado para o ângulo de atrito em deformação plana experimental de 47,7◦.
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A Fig. 8 apresenta e compara os resultados com as soluções obtidas por Kumar e Samui (2006),
usando o teorema da Região Superior e o critério de resistência de MC. Como foi visto nos exemplos
anteriores a influência da tensão principal intermédia, considerada pelo critério de MNE, pode de-
sempenhar um papel importante em problemas em deformação plana. No caso em apreço tal resulta
num ganho significativo na resistência do talude que se traduz num aumento de mais de 2,5 vezes no
número de estabilidade para o caso mais expressivo (ϕ′

1 = 30◦, ϕ′
2 = 40◦, H1/H = 0,2 e β = 45◦).
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Fig. 8 – Número de estabilidade, Ns, para o talude estratificado.

Convém ressaltar que foi detetado um comportamento estranho para os taludes correspondentes
ao caso ϕ′

1 = 20◦, ϕ′
2 = 40◦ e H1/H = 0,8. Os resultados relatados em Kumar e Samui (2006)

apresentam, para declives menos acentuados, maiores resistências pelo critério de MC do que as

obtidas com o critério MNE. No entanto, usando o código apresentado neste trabalho e utilizando o
critério de MC, chegou-se à conclusão de que os valores em questão correspondem, possivelmente,
a um erro de impressão, atendendo a que, para β < 70◦ divergem significativamente dos resultados
recalculados com o código apresentado utilizando o critério de MC. Os resultados desses cálculos
também foram incluídos na Fig. 8.

5 – CONCLUSÕES FINAIS

O presente trabalho apresenta uma implementação, em condições de deformação plana, dos
teoremas da Região Superior e da Região Inferior da Análise de Limite usando o critério MNE. O
critério MNE, ao contrário do amplamente utilizado critério MC, inclui o efeito da tensão principal
intermédia na sua formulação. A sua utilização parece ser justificada pela sua adequação em modelar
os resultados experimentais de amostras de solo sujeitas a carregamentos verdadeiramente triaxiais.

No artigo, o critério MNE é escrito no plano deviatórico de forma a permitir a dedução da
formulação correspondente ao caso de deformação plana e, além disso, destacar a relação entre os
parâmetros de resistência do critério MC e do critério MNE em condições de deformação plana.

Os problemas de otimização decorrentes dos teoremas da Região Superior e da Região Inferior
são tratados usando o MDAM, seguindo trabalhos anteriores dos autores.

A validação da implementação numérica efetuada é realizada com base na resolução de três
problemas, dois deles considerando a capacidade de carga de fundações superficiais e o outro tratando
da estabilidade de taludes. Ficou claro a partir desses exemplos que a abordagem apresentada garante
boas aproximações entre os valores obtidos recorrendo aos teoremas Região Superior e da Região
Inferior. Essas aproximações das cargas de colapso exatas permitem pôr em evidência que o uso
de coesão efetiva e ângulo de resistência ao corte determinados em carregamentos triaxiais, combi-
nado com o uso do critério MNE, produz, em condições de deformação plana, valores de resistência
maiores do que os determinados usando o critério MC. Esses resultados seguem a tendência obser-
vada experimentalmente.

Apêndice – Esquema de solução

Um esquema iterativo de resolução do sistema de equações (27) é descrito no Algoritmo 2, onde
H representa a matriz Hessiana, definida pelas componentes:

H11 = −3
√
2KMN cos(3θ)
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s
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Saliente-se que o ponto inicial proposto
(
π
6 ,

tC
s

)
garante a convergência do algoritmo para a solução

relevante.
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formulação correspondente ao caso de deformação plana e, além disso, destacar a relação entre os
parâmetros de resistência do critério MC e do critério MNE em condições de deformação plana.

Os problemas de otimização decorrentes dos teoremas da Região Superior e da Região Inferior
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boas aproximações entre os valores obtidos recorrendo aos teoremas Região Superior e da Região
Inferior. Essas aproximações das cargas de colapso exatas permitem pôr em evidência que o uso
de coesão efetiva e ângulo de resistência ao corte determinados em carregamentos triaxiais, combi-
nado com o uso do critério MNE, produz, em condições de deformação plana, valores de resistência
maiores do que os determinados usando o critério MC. Esses resultados seguem a tendência obser-
vada experimentalmente.

Apêndice – Esquema de solução

Um esquema iterativo de resolução do sistema de equações (27) é descrito no Algoritmo 2, onde
H representa a matriz Hessiana, definida pelas componentes:

H11 = −3
√
2KMN cos(3θ)

(
t

s

)3

(.38a)

H12 = −3
t

s

(√
2KMN sin(3θ)

t

s
+ 6− 2KMN

)
(.38b)

H21 = −2
√
2
t

s
cos(θ)

(
2
√
2 sin(θ)KMN

t

s
+KMN − 3

)
(.38c)

H22 = 2
√
2 sin(θ)(3−KMN ) + 2

(
4KMN cos2(θ)−KMN − 3

) t

s
(.38d)

Saliente-se que o ponto inicial proposto
(
π
6 ,

tC
s

)
garante a convergência do algoritmo para a solução

relevante.



46 ISSN 0379-9522; e-ISSN 2184-8394 – Geotecnia nº 157 – março/marzo/march 2023 – pp. 29-48
https://doi.org/10.14195/2184-8394_157_2 – © 2023 Sociedade Portuguesa de Geotecnia

Algoritmo 2 Esquema de solução
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RESUMO – As zonas de transição de vias-férreas são caracterizadas por uma mudança abrupta na rigidez das
condições de suporte da via, o que conduz ao aumento das cargas dinâmicas e aceleração dos assentamentos
diferenciais e degradação da via. Este trabalho apresenta o estudo do comportamento da via em laje em zonas
de transição, com especial destaque para as secções aterro-túnel. Esta análise usa uma metodologia híbrida que 
combina a modelação tridimensional por elementos finitos com as equações empíricas de deformação 
permanente, inseridas num processo iterativo. Em cada iteração, são determinados os campos de tensão
induzidos na fundação usando o modelo 3D, antes de se calcularem as deformações a partir da equação empírica
calibrada capaz de determinar o assentamento ao longo da transição. Seguidamente, antes de iniciar a próxima 
iteração, estes assentamentos são utilizados para modificar a geometria do modelo 3D, o que permite considerar
os efeitos do assentamento anterior. Relativamente ao comportamento dinâmico a curto-prazo, os resultados
mostram uma concentração de tensões na laje de betão e HBL. Em relação ao comportamento a longo prazo,
os resultados mostram um assentamento permanente máximo acumulado próximo de 0.52 mm. Mais ainda, foi
testada a eficácia de uma manta resiliente na zona do túnel e no aterro. Os resultados mostram uma diminuição
do nível de tensões na transição e atenuação da variação dos deslocamentos na laje de betão.

ABSTRACT – Railway track transition zones are characterised by an abrupt change in track support stiffness, 
which increases dynamic wheel loads and leads to the acceleration of differential settlement and track
degradation. This work aims to study concrete slab track transition zones, with a focus on embankment-to-
tunnel sections. The analysis uses a hybrid methodology, combining 3D finite element modelling with empirical
settlement equations, in an iterative manner. At each iteration, the track-ground stress fields are calculated using
a 3D model, before passing them to a calibrated empirical equation capable of computing settlement across the
transition. Then, before starting the next iteration, these settlements are used to modify the 3D model geometry,
thus account for the effects of the previous settlement. Regarding the short-term dynamic behaviour, the results
demonstrate a concentration of stresses in the concrete slab and HBL. Regarding the long -term behaviour, the
results show a maximum cumulative permanent deformation close to 0.52 mm. Moreover, the effectiveness of
a resilient mat placed in the transition was tested. The results show a decrease in the stress levels in the transition 
and the attenuation of the variation of displacements in the concrete slab.

Palavras Chave – zonas de transição; via em laje; deformação permanente.

Keywords – transition zones; slab track; permanent deformation.
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RESUMO – As zonas de transição de vias-férreas são caracterizadas por uma mudança abrupta na rigidez das 
condições de suporte da via, o que conduz ao aumento das cargas dinâmicas e aceleração dos assentamentos 
diferenciais e degradação da via. Este trabalho apresenta o estudo do comportamento da via em laje em zonas 
de transição, com especial destaque para as secções aterro-túnel. Esta análise usa uma metodologia híbrida que 
combina a modelação tridimensional por elementos finitos com as equações empíricas de deformação 
permanente, inseridas num processo iterativo. Em cada iteração, são determinados os campos de tensão 
induzidos na fundação usando o modelo 3D, antes de se calcularem as deformações a partir da equação empírica 
calibrada capaz de determinar o assentamento ao longo da transição. Seguidamente, antes de iniciar a próxima 
iteração, estes assentamentos são utilizados para modificar a geometria do modelo 3D, o que permite considerar 
os efeitos do assentamento anterior. Relativamente ao comportamento dinâmico a curto-prazo, os resultados 
mostram uma concentração de tensões na laje de betão e HBL. Em relação ao comportamento a longo prazo, 
os resultados mostram um assentamento permanente máximo acumulado próximo de 0.52 mm. Mais ainda, foi 
testada a eficácia de uma manta resiliente na zona do túnel e no aterro. Os resultados mostram uma diminuição 
do nível de tensões na transição e atenuação da variação dos deslocamentos na laje de betão. 

ABSTRACT – Railway track transition zones are characterised by an abrupt change in track support stiffness, 
which increases dynamic wheel loads and leads to the acceleration of differential settlement and track 
degradation. This work aims to study concrete slab track transition zones, with a focus on embankment-to-
tunnel sections. The analysis uses a hybrid methodology, combining 3D finite element modelling with empirical 
settlement equations, in an iterative manner. At each iteration, the track-ground stress fields are calculated using 
a 3D model, before passing them to a calibrated empirical equation capable of computing settlement across the 
transition. Then, before starting the next iteration, these settlements are used to modify the 3D model geometry, 
thus account for the effects of the previous settlement. Regarding the short-term dynamic behaviour, the results 
demonstrate a concentration of stresses in the concrete slab and HBL. Regarding the long -term behaviour, the 
results show a maximum cumulative permanent deformation close to 0.52 mm. Moreover, the effectiveness of 
a resilient mat placed in the transition was tested. The results show a decrease in the stress levels in the transition 
and the attenuation of the variation of displacements in the concrete slab. 
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1 – INTRODUÇÃO 

As zonas de transição são caracterizadas por uma mudança abrupta na rigidez da via e o 
desenvolvimento de assentamentos diferenciais ou assimétricos, o que conduz a um crescimento e 
aparecimento de depressões ou saliências (Figura 1). Este fenómeno pode conduzir ao desconforto 
dos passageiros, falta de segurança na circulação e aumento dos custos de manutenção (Fröhling et 
al., 1996, Hunt, 1997, Nicks, 2009). Assim, é possível afirmar que este tema apresenta grande 
interesse do ponto de vista geotécnico, estrutural e económico, uma vez que estes fenómenos são 
uma constante preocupação para os Gestores das Infraestruturas Ferroviárias.  
 

 
Fig. 1 – Representação esquemática da variação abrupta da rigidez da via. 

 
Nesta medida, o fenómeno de degradação da via (muito acelerado) em zonas de transição 

começa com as mudanças abruptas de rigidez devido às condições de suporte, incrementando as 
cargas dinâmicas e a taxa ou velocidade de degradação da via (Dahlberg, 2004, Zhang et al., 2007, 
Ferreira e López-Pita, 2013, Asghari et al., 2021). O aparecimento dos deslocamentos diferenciais 
excita as componentes do material circulante (nomeadamente rodas, bogies e carruagens), que têm 
impacto posterior na amplificação dinâmica das forças verticais da interação comboio-via. Esta 
degradação é, assim, umas das causas relacionadas com a geração de ruído, vibrações, desconforto 
durante a circulação e descarrilamento (Paixão et al., 2016). Estes problemas podem conduzir, 
posteriormente, ao aparecimento de travessas flutuantes (Figura 1), deformações permanentes do 
carril, penetração do balastro no subleito e fissuras nas travessas de betão e/ou na laje de betão 
(Banimahd et al., 2012). De facto, é possível afirmar que existe uma interdependência entre as cargas 
dinâmicas e assentamentos diferenciais e uma relação estreita com a degradação da via (Indraratna 
et al., 2019, Paixão, 2014). Este processo de degradação é um ciclo que se auto perpetua, uma vez 
que os assentamentos conduzem à amplificação das cargas dinâmicas, que conduz ao aumento dos 
assentamentos permanentes (Banimahd et al., 2012). 

As zonas de transição podem ocorrer em diferentes situações: via balastrada suportada por um 
solo natural e a via apoiada por uma estrutura rígida como numa ponte ou um túnel ou uma passagem 
inferior/superior (Hunt, 1997, Fröhling et al., 1996, AREMA, 2005, Lundqvist et al., 2006, Coelho 
et al., 2011), ou mesmo no caso de uma via balastrada que muda para uma via em laje (Indraratna 
et al., 2019). 

Devido ao aumento da popularidade da via em laje nos últimos anos, o número de áreas onde 
existe uma transição entre uma via balastrada e uma via em laje também aumentou. Assim, são 
necessárias soluções que permitam mitigar os impactos causados pelas descontinuidades estruturais 
ao longo da via (Varandas et al., 2013). Estas soluções de mitigação visam minimizar as variações 
abruptas associadas ao suporte de rigidez da via de forma a segurar uma mudança gradual de uma 
zona menos rígida (como a via balastrada) para uma zona mais rígida (via em laje) (Indraratna et al., 
2019). 

Túnel

Carril

LAJE

Menor Rigidez da Via Maior Rigidez da Via

Assentamentos diferenciais

LAJE

Fundação

   

Portanto, este trabalho pretende analisar o desempenho de uma zona de transição específica, 
considerando o sistema de via em laje e as variações de suporte na transição entre um aterro e um 
túnel. 

Ao longo dos últimos anos, a via em laje provou ser uma solução atrativa e, por isso, tem sido 
amplamente utilizada em linhas de alta velocidade. Isto acontece porque este sistema pode 
potencialmente oferecer um bom desempenho a longo prazo associado a uma menor deformação 
permanente. No entanto, o efeito da transição da rigidez no suporte deste sistema de via é, ainda, 
pouco explorado pois parte dos estudos anteriores são baseados nas transições entre a via balastrada 
e a via em laje (Li e Wu, 2008, Shahraki e Witt, 2015, Shahraki et al., 2015 e Wang e Markine, 
2019) ou entre as vias balastrada e outras estruturas mais rígidas como pontes, túneis ou passagens 
superiores/inferiores (Coelho et al., 2011, Varandas et al., 2011, Varandas et al., 2013, Alves Ribeiro 
et al., 2015, Paixão et al., 2016, Momoya et al., 2016, Varandas et al., 2016, Wang e Markine, 2018, 
Alves Ribeiro et al., 2018 e Li et al., 2021). De facto, o número de trabalhos focado no desempenho 
da via balastrada é compreensível devido ao seu uso generalizado. Mais ainda, a via balastrada está 
potencialmente sujeita a maiores deformações permanentes quando comparada com a via em laje, o 
que faz com que seja frequentemente estudada em relação ao seu desempenho a longo-prazo. Assim, 
é expectável que, em zonas de transição, a via em laje possa oferecer um melhor desempenho a 
longo-prazo quando comparado com a via balastrada devido à sua maior rigidez. Contudo, as 
tolerâncias das deformações associadas à via em laje em termos de deslocamentos diferenciais são 
reduzidas, devido ao elevado custo de manutenção. Isto significa que, por isso, o comportamento a 
longo prazo das vias em laje (sobretudo em zonas de transição) exigem uma atenção redobrada de 
forma a evitar fissuras no betão e assentamentos diferenciais.  

No âmbito do estudo do desempenho das vias em laje, Shan et al. (2013) estudou o seu 
comportamento ao longo de uma zona de transição. Nesse trabalho, os autores não consideraram a 
interação veículo-via, o que influencia consideravelmente o comportamento dinâmico. Assim, no 
presente estudo, é analisado o comportamento a curto e longo prazo numa zona de transição através 
da avaliação dos deslocamentos e tensões tendo em consideração as forças de interação entre o 
veículo e via. A análise a longo-prazo é realizada através de uma metodologia híbrida que inclui a 
implementação de um modelo empírico de deformação permanente que permite a simulação do 
desenvolvimento das deformações com base nos níveis de tensão. O processo de calibração foi 
realizado anteriormente (assim como a metodologia implementada) e é vital na previsão do 
comportamento a longo-prazo de estruturas ferroviárias. Assim, os estudos numéricos realizados 
com a implementação das propriedades calibradas pode ser uma ferramenta importante no estudo 
do comportamento a longo-prazo de vias em laje em zonas de transição. Nesta medida, a abordagem 
implementada usa o modelo de elementos finitos tridimensional (considerando a simulação da 
interação entre a super e subestrutura através de elementos de contacto), onde são obtidas as tensões 
que são exportadas para determinar a deformação permanente que é, posteriormente, novamente 
importada no modelo de elementos finitos para simular a degradação da via. 

2 – DESCRIÇÃO DO CASO DE ESTUDO: MODELO DE ELEMENTOS FINITOS 

Esta análise pretende estudar os efeitos de amplificação dinâmicos gerados pela passagem do 
comboio Alfa Pendular (Figura 2) considerando a diferença de rigidez entre duas estruturas com 
diferentes suportes: uma via em laje sobre um aterro e uma via em laje sobre um túnel. A análise é 
realizada com base numa metodologia desenvolvida que inclui um modelo tridimensional 
desenvolvido no software ANSYS e a implementação (no software MATLAB) de um modelo 
empírico de deformação permanente. 
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1 – INTRODUÇÃO 

As zonas de transição são caracterizadas por uma mudança abrupta na rigidez da via e o 
desenvolvimento de assentamentos diferenciais ou assimétricos, o que conduz a um crescimento e 
aparecimento de depressões ou saliências (Figura 1). Este fenómeno pode conduzir ao desconforto 
dos passageiros, falta de segurança na circulação e aumento dos custos de manutenção (Fröhling et 
al., 1996, Hunt, 1997, Nicks, 2009). Assim, é possível afirmar que este tema apresenta grande 
interesse do ponto de vista geotécnico, estrutural e económico, uma vez que estes fenómenos são 
uma constante preocupação para os Gestores das Infraestruturas Ferroviárias.  
 

 
Fig. 1 – Representação esquemática da variação abrupta da rigidez da via. 

 
Nesta medida, o fenómeno de degradação da via (muito acelerado) em zonas de transição 

começa com as mudanças abruptas de rigidez devido às condições de suporte, incrementando as 
cargas dinâmicas e a taxa ou velocidade de degradação da via (Dahlberg, 2004, Zhang et al., 2007, 
Ferreira e López-Pita, 2013, Asghari et al., 2021). O aparecimento dos deslocamentos diferenciais 
excita as componentes do material circulante (nomeadamente rodas, bogies e carruagens), que têm 
impacto posterior na amplificação dinâmica das forças verticais da interação comboio-via. Esta 
degradação é, assim, umas das causas relacionadas com a geração de ruído, vibrações, desconforto 
durante a circulação e descarrilamento (Paixão et al., 2016). Estes problemas podem conduzir, 
posteriormente, ao aparecimento de travessas flutuantes (Figura 1), deformações permanentes do 
carril, penetração do balastro no subleito e fissuras nas travessas de betão e/ou na laje de betão 
(Banimahd et al., 2012). De facto, é possível afirmar que existe uma interdependência entre as cargas 
dinâmicas e assentamentos diferenciais e uma relação estreita com a degradação da via (Indraratna 
et al., 2019, Paixão, 2014). Este processo de degradação é um ciclo que se auto perpetua, uma vez 
que os assentamentos conduzem à amplificação das cargas dinâmicas, que conduz ao aumento dos 
assentamentos permanentes (Banimahd et al., 2012). 

As zonas de transição podem ocorrer em diferentes situações: via balastrada suportada por um 
solo natural e a via apoiada por uma estrutura rígida como numa ponte ou um túnel ou uma passagem 
inferior/superior (Hunt, 1997, Fröhling et al., 1996, AREMA, 2005, Lundqvist et al., 2006, Coelho 
et al., 2011), ou mesmo no caso de uma via balastrada que muda para uma via em laje (Indraratna 
et al., 2019). 

Devido ao aumento da popularidade da via em laje nos últimos anos, o número de áreas onde 
existe uma transição entre uma via balastrada e uma via em laje também aumentou. Assim, são 
necessárias soluções que permitam mitigar os impactos causados pelas descontinuidades estruturais 
ao longo da via (Varandas et al., 2013). Estas soluções de mitigação visam minimizar as variações 
abruptas associadas ao suporte de rigidez da via de forma a segurar uma mudança gradual de uma 
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veículo e via. A análise a longo-prazo é realizada através de uma metodologia híbrida que inclui a 
implementação de um modelo empírico de deformação permanente que permite a simulação do 
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realizado anteriormente (assim como a metodologia implementada) e é vital na previsão do 
comportamento a longo-prazo de estruturas ferroviárias. Assim, os estudos numéricos realizados 
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que são exportadas para determinar a deformação permanente que é, posteriormente, novamente 
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Esta análise pretende estudar os efeitos de amplificação dinâmicos gerados pela passagem do 
comboio Alfa Pendular (Figura 2) considerando a diferença de rigidez entre duas estruturas com 
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Fig. 2 – Geometria do comboio Alfa Pendular. 

 
2.1 – Propriedades dos materiais 

A via em laje é composta pelos carris, palmilhas, laje de betão, a camada de betão pobre (HBL) 
e pela subestrutura que inclui a camada de proteção anti-congelamento (FPL) e a fundação. Uma 
secção tipo da zona de aterro é apresentada na Figura 3. 

 

 
Fig. 3 – Materiais que compõem a via em laje. 

A parametrização dos materiais é baseada num processo de calibração anterior apresentado no 
trabalho desenvolvido por Ramos et al. (2021b). As propriedades dos materiais estão descritas no 
Quadro 1. De forma mais detalhada, a calibração baseia-se no ajustamento e comparação dos 
deslocamentos obtidos numericamente num modelo físico da via em laje com os resultados medidos 
pelos LVDTs à escala real com 2.2 m de comprimento longitudinal sujeitos a mais de 3 milhões de 
ciclos de carga. Desta forma, foi realizado o ajuste das propriedades dos materiais (como o módulo 
de Young e o coeficiente de Poisson) do balastro, FPL, fundação e palmilhas. Os valores obtidos a 
partir da calibração são aceitáveis pois estão dentro da gama de valores normalmente apresentada 
na bibliografia. 

Os parâmetros de amortecimento foram determinados com base na matriz de amortecimento de 
Rayleigh. Os valores de i e i foram estimados com base nos resultados numéricos das curvas de 
receptância obtidas a partir da simulação da excitação do carril em duas zonas distintas da via com 
diferentes características: sobre o aterro e sobre o túnel. O impulso de Dirac foi aplicado no modelo 
numérico. Neste estudo, foi assumida a igualdade No caso dos materiais de betão e dos 
geomateriais, foi adotado um coeficiente histerético de 0.01 e 0.03, respetivamente. Relativamente 
às palmilhas (designadas de EPDM), uma vez que estes elementos são modelados com elementos 
sólidos e não com elementos do tipo mola-amortecedor, foi adotado um coeficiente histerético de 
=0.05. As curvas de receptância permitem identificar as ressonâncias da estrutura, tal como 
apresentado na Figura 4. Esta figura apresenta a semelhança entre curvas de receptância do carril e 
da laje de betão no aterro e no túnel. A principal diferença ocorre ao nível da laje de betão. Os 
resultados mostram que os picos de ressonância são inferiores na via em laje sobre o túnel devido à 

   

elevada rigidez da estrutura. Assim, foi adotada uma gama de frequências entre 5 Hz (f1) e 200 Hz 
(f2). Esta gama é considerada suficiente para representar corretamente a resposta da via. A partir 
destes pressupostos, os valores de  e  foram determinados e são apresentados no Quadro 2. 

 
Quadro 1 – Propriedades dos materiais da via em laje. 

Material Propriedades 

Carril (BS113A) 
E=200×109 Pa 
=7850 kg/m3 

=0.30 

Palmilha 

k=1800×106 N/m 
=1000 kg/m3 

=0.30 
E=k  rigidez /área 

Chapa metálica 
E=210×109 Pa 
=7850 kg/m3 

=0.30 

EPDM – monómero de etileno 
propileno e dieno 

k=40×106 N/m 
=1200 kg/m3 

=0.00 
E=k rigidez/área 

Camada de argamassa 
E=25×109 Pa 
=2000 kg/m3 

=0.25 

Laje de betão 
E=40×109 Pa 
=2500 kg/m3 

=0.25 

HBL – camada de betão pobre 
E=15×109 Pa 
=2400 kg/m3 

=0.25 

FPL – camada de proteção anti-
congelamento 

E=3.3×EV2=3.3×135×106 Pa 
=2141 kg/m3 

=0.35 

Fundação 
E=3.3×EV2=3.3×65×106 Pa 

=2091 kg/m3 
=0.35 

E = Módulo de Young;  = baridade;  = coeficiente de Poisson; k=rigidez 
 

  
a) b) 

Fig. 4 – Curvas de receptância: a) no carril; b) na laje de betão. 
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Quadro 2 – Parâmetros de amortecimento de Rayleigh. 

Material  (s-1) (s)
Palmilha - EPDM 0.05 5.712 0.00014 

Laje de betão e HBL 0.01 1.142 2.894E-05 
Subestrutura (FPL e fundação) 0.03 3.427 8.681E-05 
=amortecimento histerético; = parâmetro da matriz de amortecimento de Rayleigh que multiplica a matriz 
de massa do sistema; = parâmetro da matriz de amortecimento de Rayleigh que múltipla a rigidez global 
do sistema

 
2.2 – Geometria e características 

O modelo 3D desenvolvido está representado na Figura 5 e apresenta um comprimento total de 
53.1 m (o aterro com 31.65 m e o túnel com 21.45 m). A espessura da fundação é de 10.6 m e a 
distância entre o plano de simetria e a fronteira vertical é igual a 6 m. A análise foi realizada 
considerando a passagem do comboio Alfa Pendular a uma velocidade de circulação de 220 km/h. 
Em relação ao tratamento das fronteiras, foram adotados amortecimentos viscosos para atenuar as 
ondas que atingem as fronteiras verticais na zona da subestrutura. Este tipo de abordagem tem sido 
utilizado no âmbito da modelação 3D e zonas de transição com bons resultados (Banimahd et al., 
2012, Connolly et al., 2013, Woodward et al., 2015, Varandas et al., 2016, Shahraki e Witt, 2015, 
Alves Ribeiro et al., 2018). Na base da camada da fundação, foram implementados suportes rígidos. 
Relativamente à zona do túnel, foram colocados suportes rígidos na direção vertical na base da 
camada do HBL. Acrescenta-se ainda que, visto tratar-se de um problema associado a um elevado 
número de nós e elementos, foram adotadas as condições de simetria do problema, de forma a reduzir 
o esforço computacional. As condições de suporte do modelo estão descritas também no Quadro 3. 

 

 
Fig. 5 – Representação do modelo 3D da zona de transição. 

 
Relativamente à simulação numérica, os materiais foram modelados com elementos sólidos de 
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rigidez normal de penalização (FKN) não deve ser excessivamente elevado pois pode conduzir a 
instabilidades numéricas. Neste caso, foi utilizado um valor igual a 1×101 para simular a interação 
entre o FPL e o HBL. Na simulação da interação entre o veículo e a via, foi adotado um valor de 
1×104. 

É importante referir que durante a modelação se considerou, tal como mencionado 
anteriormente, as condições de simetria do problema e a malha foi também otimizada para reduzir 
o tempo de cálculo. As análises dinâmicas foram realizadas utilizando o método Newmark-Raphson 
e adotando um passo do tempo otimizado de 0.002 s. 

3 – COMPORTAMENTO DINÂMICO DO VEÍCULO-VIA 

3.1 – Modelação do comboio 

De forma a similar, a interação entre o veículo e a via, foram modelados os bogies, suspensão 
primária, massa e eixo das rodas e ainda a rigidez Hertziana. Os bogies foram modelados como vigas 
rígidas com massa distribuída (Mb) e a suspensão primária foi modelada através de um conjunto de 
mola-amortecedor, definidos pelos parâmetros kp e cp. A roda foi simulada considerando uma massa 
concentrada (Me) e uma mola com uma rigidez definida a partir da teoria Hertziana (Johnson, 1985). 
Esta modelação simplificada do veículo é considerada suficiente para obter resposta da estrutura que 
se pretende analisar. 

As propriedades são apresentadas no Quadro 4. Como apenas se está a modelar metade da via, 
também as propriedades do comboio estão divididas em dois. Neste caso, o veículo modelado é o 
comboio português Alfa Pendular. Neste contexto, é importante referir que as suas propriedades não 
são constantes ao longo do comboio (o que inclui a carga por eixo). Contudo, as diferenças são 
pequenas e, por isso, foi adotado um valor constante para cada propriedade de forma a simplificar a 
modelação.  

Relativamente ao carregamento, foi definida uma carga de 67.5 kN para simular o carregamento 
(corresponde a metade da carga por eixo). Uma vez que a interação entre o veículo e via foi incluída 
na modelação e uma vez que o comboio tem um comprimento total de 158.90 m, a simulação 
completa da passagem do comboio iria implicar a adoção de um modelo quatro vezes superior e, 
por isso, um excessivo tempo de cálculo. Assim, de forma a minimizar o esforço computacional, foi 

Quadro 3 – Condições de suporte. 

Base do modelo (plano xz; y=-11.538 m) – aterro Suportes rígidos (todas as direções) 
Base do modelo (plane xz; y=-0.738) - túnel Suportes rígidos na direção y (direção vertical)  

Plano yx (z=0 m) – plano de simetria Suportes rígidos na direção z (direção 
transversal) 

Plano yz (x=0 m) – localizado na transição Suportes rígidos na direção x (direção 
longitudinal) aplicados no FPL e fundação 

Plano yz (x=-31.65 m) Amortecedores viscosos (todas as direções) 
aplicados no FPL e na fundação 

Plano yx (z=6.0 m) Amortecedores viscosos (todas as direções) 
aplicados no FPL e na fundação 

 

Quadro 4 – Propriedades dos elementos do comboio. 

Componente Valores 
Bogie: Mb/2 4932/(2*2.7) [kg] 

Suspensão primária: Kp/2 3420×103 (/2) [N/m] 
cp/2 36×103 (/2) [N.s/m] 

Massa da roda: Me/2 1800 (/2) [kg] 
Kh 2.4×109 (/2) [N/m] 
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Quadro 2 – Parâmetros de amortecimento de Rayleigh. 

Material  (s-1) (s)
Palmilha - EPDM 0.05 5.712 0.00014 

Laje de betão e HBL 0.01 1.142 2.894E-05 
Subestrutura (FPL e fundação) 0.03 3.427 8.681E-05 
=amortecimento histerético; = parâmetro da matriz de amortecimento de Rayleigh que multiplica a matriz 
de massa do sistema; = parâmetro da matriz de amortecimento de Rayleigh que múltipla a rigidez global 
do sistema

 
2.2 – Geometria e características 
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camada do HBL. Acrescenta-se ainda que, visto tratar-se de um problema associado a um elevado 
número de nós e elementos, foram adotadas as condições de simetria do problema, de forma a reduzir 
o esforço computacional. As condições de suporte do modelo estão descritas também no Quadro 3. 
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realizada a simulação da passagem dos bogies considerando o seguinte processo otimizado: no início 
da análise, todos os bogies estão estacionários, sem peso e localizados na mesma posição, perto de 
uma das fronteiras limite do modelo. Nos subsequentes incrementos de tempo, são atribuídas as 
cargas e movimento (velocidade) a cada bogie, um por um, de acordo com a velocidade do comboio 
e configuração/geometria dos eixos. Quando cada bogie chega ao final do modelo, eles são parados, 
um por um, e a respetiva carga é removida. Isto significa que a cada conjunto de eixos de um bogie, 
é aplicada uma lei de evolução de carga e movimento ao longo do tempo. Assim, esta abordagem 
permite simular a passagem de diferentes bogies do comboio sobre um modelo mais reduzido. O 
aumento do tempo computacional é apenas em função do tempo que o comboio demora a atravessar 
o modelo. 

 
3.2 – Passagem dos primeiros 4 bogies 

De forma a similar, o processo de degradação da via em laje numa zona de transição, foram 
analisados os efeitos da passagem dos primeiros 4 bogies do Alfa Pendular. Esta opção foi 
selecionada pois a partir do quarto bogie, há uma repetição da geometria do comboio (Figura 2). 
Esta abordagem permite simular os efeitos dinâmicos das cargas do veículo nas trajetórias e níveis 
de tensão, que são variáveis importantes na evolução da deformação permanente. 

Nas Figuras 6 a 8 são apresentados os resultados relativos aos deslocamentos nos nós de topo 
do carril, laje de betão, FPL e fundação, assim como as tensões e extensões obtidas nos nós de topo 
da fundação. Estes resultados foram obtidos no alinhamento vertical sob a zona de carregamento. É 
também importante acrescentar que a transição se encontra localizada na posição x=0 m e o instante 
t=0 s corresponde ao tempo que o primeiro bogie leva a chegar à zona de transição. 

Os resultados obtidos mostram que os deslocamentos/tensões/extensões máximas ocorrem no 
início do carregamento. Contudo, isto acontece ainda nas secções longe da transição e, por isso, 
estes resultados foram omitidos para simplificar a análise, até porque são também influenciados pela 
proximidade da fronteira lateral posicionada no lado esquerdo. 

a) b) 

 
Fig. 6 – Deslocamentos nos nós de topo: a) carril; b) laje de betão; c) FPL e fundação. 
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Analisando os resultados apresentados nas Figuras 6 a 8, verifica-se que os deslocamentos, 
tensões e extensões estão estabilizados até à posição x=-5 m e diminuem à medida que o comboio 
se aproxima da transição no sentido aterro-túnel. Relativamente à laje de betão, FPL e fundação, os 
valores dos deslocamentos nas secções longe da transição são muito próximos de 0.55 mm. É 
também importante referir que, no caso dos deslocamentos do carril (Figura 6a), é possível 
identificar os eixos de cada bogie. O mesmo não acontece no caso dos deslocamentos na laje de 
betão, FPL ou fundação (Figura 6b e 6c). Neste caso, os deslocamentos não são sensíveis à passagem 
dos eixos, mas sim dos bogies. Relativamente às tensões e extensões no topo da camada da fundação, 
os resultados mostram que, nas secções mais afastadas da transição, as tensões verticais são 
próximas de 30 kPa e as extensões verticais são próximas de 10×10-5. 
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Fig. 7 – Deslocamentos máximos nos nós de topo da laje de betão (a), FPL e fundação ao longo da 
via (b). 
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c) d) 

Fig. 8 – Tensões e extensões nos nós de topo da fundação: a) tensões na fundação; b) extensões na 
fundação; c) tensões máximas na fundação ao longo da via; d) extensões máximas na fundação ao 

longo da via. 
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Fig. 8 – Tensões e extensões nos nós de topo da fundação: a) tensões na fundação; b) extensões na 
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3.2.1 – Deslocamentos da roda do carril e interação entre veículo-via 

A partir da modelação numérica, foram obtidos os deslocamentos, acelerações e forças de 
interação associados aos eixos de cada bogie. Os resultados são apresentados na Figura 9, onde estão 
representados os eixos de cada bogie (Figura 9a). Os eixos que pertencem ao mesmo bogie 
apresentam resultados muito similares. 

Analisando a Figura 9, os deslocamentos dinâmicos experimentados pela roda do veículo 
durante a passagem na zona de transição pode constituir uma medida da variação da rigidez da via. 
Tal como descrito nesta figura, os deslocamentos verticais variam entre 1.4 mm (na zona flexível) e 
0.85 mm na zona rígida (túnel). Esta diminuição dos deslocamentos no sentido de circulação do 
veículo deve-se à variação de rigidez associada à zona de transição assinalada na figura e localizada 
na posição x=0 m. 

A aceleração máxima do eixo do veículo é outro parâmetro de controlo da resposta do veículo. 
Na Figura 9 b), está representada a variação associada à aceleração vertical do primeiro e sétimo 
eixos do veículo. De facto, em determinadas posições da via, os valores das acelerações estão acima 
do limite de alerta que corresponde a 30 m/s2, de acordo com os limites estabelecidos para a linha 
de alta velocidade Madrid-Sevilha (López-Pita et al., 2006). Ainda que não estejam representados, 
os eixos 3 e 4 estão longe deste valor limite de alerta. Os resultados mostram que existem um 
incremento da aceleração do eixo 1 durante a passagem na zona de transição. No caso do eixo 7, 
este incremento acontece ligeiramente antes da passagem na zona de transição. 

Na Figura 9c) são apresentados os resultados relativos às forças de interação veículo-via. Assim, 
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3.2.2 – Forças de interação HBL-FPL 

Os elementos de contacto incluídos no modelo entre a base do HBL e topo do FPL permitem 
analisar as forças transmitidas ao FPL e a identificação do fenómeno de “separação” entre a 
superestrutura e a subestrutura, que é semelhante ao fenómeno das travessas flutuantes que ocorre 
na via balastrada. A consideração das forças de interação HBL-FPL no modelo de elementos finitos 
implica o uso/aplicação da gravidade no início do cálculo antes da passagem do veículo. É 
importante referir que nesta simulação foi adotado um valor de 0.62 relativo ao coeficiente de atrito. 
Este valor foi determinado com base na seguinte expressão e considerando um ângulo de atrito de 
48º relativo ao FPL: 
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Na Figura 10 é apresentada a força de interação HBL-FPL no alinhamento sob o carril. É 
importante referir que a natureza deste contacto é diferente do contacto roda-carril e, por isso, os 
resultados deveriam ser analisados em termos de tensões. Contudo, as forças foram extraídas ao 
longo dos nós (forças nodais) sob o alinhamento selecionado. Assim, para simplificar a obtenção 
dos resultados, bem como a sua análise e respetivo processamento, os resultados relativos à interação 
entre HBL e FPL são apresentados sob a forma de forças e não tensões. As tensões de contacto 
podem ser obtidas através da multiplicação das forças de interação pela área de influência. Os 
resultados mostram a variação do valor máximo da força de interação ao longo da via. 
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Analisando a Figura 10, a força de interação HBL-FPL varia ao longo do tempo entre 0 kN e -

40 kN (valor máximo). O valor da força de interação é estável em secções afastadas da zona de 
transição (existem algumas oscilações, mas não são significativas) e começa a decrescer à medida 
que o comboio se aproxima da transição. Uma vez que o material FPL não é modelado na zona do 
túnel, não é possível analisar estes valores ao longo da zona de transição. 

 
3.2.3 – Acelerações na via 

Nesta secção são analisadas de forma mais detalhada as acelerações verticais da laje de betão e 
HBL. Na Figura 11 estão representados os valores máximos da aceleração vertical nos nós de topo 
da laje de betão e HBL (sob o alinhamento do carril) ao longo da transição. Neste caso, os valores 
máximos da aceleração vertical nos nós localizados no topo da laje de betão e HBL são quase iguais 
aos valores máximos da aceleração vertical nos nós localizados na base da laje de betão e HBL e, 
por isso, não estão representados no gráfico. Os resultados mostram também que as acelerações 
verticais diminuem na transição. Além disso, verifica-se que as acelerações na laje e HBL são 
semelhantes. 
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3.2.1 – Deslocamentos da roda do carril e interação entre veículo-via 
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Mais ainda, os resultados mostram que a magnitude destes valores de aceleração vertical na laje 
é semelhante à magnitude dos valores descritos no trabalho desenvolvido por Shan et al. (2013), 
onde foram analisadas duas transições diferentes entre uma ponte e uma fundação vulgar usando o 
método dos elementos finitos. Nesse trabalho, os resultados mostram que as acelerações verticais na 
laje de betão variam entre 3.5 m/s2 e 6 m/s2. 

É também importante referir que as acelerações verticais na laje de betão da via são mais 
elevadas na zona flexível quando comparadas com a zona mais rígida. Além disso, existe um ligeiro 
aumento das acelerações imediatamente antes da transição na zona flexível na laje de betão e HBL. 

 

 
Fig. 11 – Valores máximos da aceleração vertical da laje de betão e HBL ao longo da zona de 

transição. 
 
3.2.4 – Tensões na via 

Após a análise das acelerações na via, são apresentadas e analisadas em detalhe os resultados 
das tensões induzidas. Na Figura 12, estão representados os valores máximos e mínimos das tensões 
verticais e longitudinais obtidos na via e ao longo da transição nos nós localizados no topo e base 
da laje de betão e HBL. Os pontos do gráfico correspondem às tensões nodais associadas a cada 
elemento finito nos nós localizados no alinhamento sob carril e respetivo carregamento. 

Relativamente à laje de betão, é possível identificar, na zona de transição, um pico de tensão 
relativamente às tensões longitudinais (valores máximos no topo da camada). Analisando as tensões 
verticais, verifica-se que não existe um pico claro na zona de transição como se verifica nas tensões 
longitudinais. No caso do HBL, os resultados mostram um aumento das tensões verticais 
(compressão). As conclusões são semelhantes relativamente às tensões longitudinais. 

Estes resultados são importantes e devem ser analisados com cuidado pois são estes elementos, 
a par do carril, que assumem a ligação entre o aterro e o túnel e, por isso, a continuidade da via. 
Portanto, são elementos que estão sujeitos a um complexo estado/campo de tensão, agravado devido 
à variação de rigidez da via na zona de transição. Acrescenta-se também que os resultados mostram 
que, na zona mais rígida (túnel), as tensões verticais nos nós do topo do HBL são ligeiramente 
superiores quando comparadas com a zona flexível. 

 
3.3 – Simulação do assentamento na via 

A previsão da evolução do assentamento da via implica conhecimento sobre o comportamento 
a longo prazo dos materiais e também a seleção dos modelos que podem simular com precisão o 
comportamento dinâmico da via (Ramos et al., 2021a, Gomes Correia e Ramos, 2021). A 
incorporação desses resultados e leis de deformação em modelos completos da via é ainda um 
assunto pouco explorado (Guo e Zhai, 2018). Contudo, alguns estudos têm sido desenvolvidos neste 
âmbito, tais como os trabalhos desenvolvidos por Hunt (1996), Fröhling (1997), Abdelkrim et al. 
(2003), Ferreira (2010), Wang e Markine (2018) e mais recentemente por Grossoni et al. (2021). 
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Fig. 12 – a) Tensões verticais nos nós de topo da laje de betão e HBL ao longo da zona de 
transição; b) Tensões verticais nos nós da base da laje de betão e HBL ao longo da zona de 

transição; c) tensões longitudinais nos nós de topo da laje de betão e HBL ao longo da transição; d) 
tensões longitudinais nos nós da base da laje de betão e HBL ao longo da transição. 
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A metodologia apresentada para simular a deformação permanente induzida na via é extremamente 
versátil e pode ser adotada, independentemente do tipo de modelo e leis de deformação permanente 
selecionadas. Neste estudo, é apenas considerada a evolução da deformação permanente nas 
camadas do FPL e fundação, aplicando o modelo desenvolvido por Chen et al. (2014). As contantes 
dos materiais explicitadas no modelo foram calibradas previamente e apresentadas no trabalho 
desenvolvido por Ramos et al. (2021b). A calibração foi realizada com base na comparação entre os 
resultados experimentais e numéricos associados aos deslocamentos permanentes acumulados. O 
modelo empírico calibrado foi posteriormente aplicado a este modelo 3D estendido da via em laje 
numa zona de transição de forma a simular o seu processo de degradação. Os resultados 
experimentais foram obtidos a partir dos resultados medidos nos LVDTs colocados em alguns 
elementos do modelo físico da via em laje (comprimento de 2.2 m). Os testes cíclicos desenvolvidos 
em laboratório foram realizados para simular os milhões de ciclos de carga associados à passagem 
dos comboios (3.4 milhões de ciclos) em apenas alguns dias de teste (Čebašek et al., 2018). Este 
tipo de ensaios é raro, mas possibilita a recolha de uma significa quantidade de dados relativa ao 
desenvolvimento da deformação permanente e respetivo assentamento permanente acumulado. Os 
resultados numéricos foram determinados com base num modelo 3D que tentou reproduzir os 
ensaios experimentais. O modelo de deformação permanente implementado está descrito na seguinte 
expressão: 
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onde pam e qam correspondem à amplitude da tensão de desvio e tensão média associadas à passagem 
do comboio, m e s são definidos a partir do critério de cedência q=s + mp; e pini e qini são as tensões 
média e de desvio relativas ao estado de tensão inicial do material; B, a e 1

po correspondem às 
constantes do material. Assim, o modelo empírico inclui a influência do critério de cedência, estado 
de tensão inicial e as tensões induzidas pela passagem do comboio (Ramos et al., 2020). 

Esta metodologia é baseada no número de ciclos de carga e também nos níveis de tensão 
induzidos pela passagem do comboio nos geomateriais que constituem a via. Neste processo, cada 
ciclo de carga corresponde à passagem de um eixo, o que significa que a passagem completa do 
comboio Alfa Pendular é equivalente a 24 ciclos de carga. Durante a simulação do comportamento 
a longo prazo da via em laje na zona de transição, a evolução da deformação permanente e os efeitos 
dos resultados dinâmicos são analisados em detalhe. Este método de simulação é baseado no 
trabalho desenvolvido por Alves Ribeiro (2012). Contudo, neste trabalho, foi considerado um 
modelo 3D, enquanto no trabalho original foi utilizado um modelo 2D para estudar o comportamento 
das zonas de transição. O método de simulação consiste num processo iterativo desenvolvido através 
da articulação entre o software ANSYS e o software MATLAB, de acordo com o fluxograma 
representado na Figura 13. Assim, no software comercial ANSYS, é realizada a modelação numérica 
do veículo e da via, bem como o processo relacionado com o pré e pós processamento dos resultados. 
No MATLAB são importados os resultados relativos à análise dinâmica e, com base nos resultados 
das tensões, é obtida a deformação permanente (através da implementação do modelo empírico de 
deformação permanente). Esta metodologia permite a previsão do assentamento da via ferroviária 
com base nas tensões obtidas através da modelação 3D da zona de transição (comportamento a curto 
prazo) e na deformação permanente a partir do um modelo empírico de deformação permanente 
calibrado (comportamento a longo prazo). 

Analisando a Figura 13, após a realização da análise dinâmica, são obtidas as tensões (vertical, 
horizontal e de corte) em todos os elementos finitos do FPL e fundação, que são os únicos materiais 
que, efetivamente, contribuem para o desenvolvimento da deformação permanente da via. 
Seguidamente, são determinadas as tensões principais no MATLAB, assim como as tensões média 

   

e de desvio, que são as principais variáveis de entrada do modelo empírico de deformação 
permanente. 

De facto, a deformação permanente da via induzida pela passagem de um eixo do comboio 
provoca uma deformação muito pequena ou quase insignificante. Isto significa que o processo não 
é realizado ciclo a ciclo, mas em incrementos correspondentes a um conjunto de ciclos de carga 
(N), assumindo que, neste conjunto de ciclos de carga, o estado de tensão dos materiais permanece 
constante. Neste caso, foi adotado um valor de N correspondente a 1 milhão de ciclos de carga (o 
que corresponde a, aproximadamente, 1.5 anos de utilização da West Coast Main Line (Kennedy et 
al., 2013) no Reino Unido. Este valor de N permite o desenvolvimento da deformação permanente 
e a sua estabilização (também conhecido como plastic shakedown) (Werkmeister, 2003). Após a 
determinação da deformação e assentamento permanentes no MATLAB, os resultados são 
importados para o software ANSYS. Assim, em cada nó de cada elemento finito é imposto o 
“assentamento permanente”, o que permite atualizar a geometria da via. 

Após cada análise dinâmica, são avaliados os efeitos da nova geometria da via no 
comportamento dinâmico da zona de transição. Este procedimento permite analisar o efeito conjunto 
da variação da rigidez com o assentamento causado pela passagem do comboio após a passagem de 
um determinado número de eixos. 

 
3.3.1 – Aplicação da metodologia 

Os resultados relativos à deformação permanente são apresentados considerando valores 
absolutos. O número de ciclos de carga associadas a curva corresponde a 1 milhão de ciclos de carga. 

Considerando o alinhamento sob o carregamento, estão apresentados na Figura 14 os resultados 
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transição. Os resultados mostram também que os elementos localizados a partir de metade da 
espessura da fundação até à base deste elemento contribuem muito pouco ou quase nada para a 
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onde pam e qam correspondem à amplitude da tensão de desvio e tensão média associadas à passagem 
do comboio, m e s são definidos a partir do critério de cedência q=s + mp; e pini e qini são as tensões 
média e de desvio relativas ao estado de tensão inicial do material; B, a e 1

po correspondem às 
constantes do material. Assim, o modelo empírico inclui a influência do critério de cedência, estado 
de tensão inicial e as tensões induzidas pela passagem do comboio (Ramos et al., 2020). 
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prazo) e na deformação permanente a partir do um modelo empírico de deformação permanente 
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e de desvio, que são as principais variáveis de entrada do modelo empírico de deformação 
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onde i corresponde ao número de elementos que constituem um determinado material, Hsi representa 
a espessura de cada elemento (em m); p;i é a deformação permanente do centro de cada elemento e 
é o assentamento permanente acumulado da via (em m). Esta análise foi realizada considerando o 
alinhamento sob o carregamento.  

Na Figura 15, são apresentados os assentamentos permanente acumulados nos nós do topo das 
camadas do FPL e da fundação. O assentamento permanente máximo acumulado no FPL na gama -
18.5 m < x < 0 m, ocorre na posição x=-8.45 m. Relativamente à fundação, o assentamento 
permanente máximo acumulado na gama -18.5 m < x < 0 m, ocorre na posição x=-7.15 m e 
corresponde a um valor próximo de 0.46 mm. 

 

 
Fig. 15 – Assentamento permanente acumulado em mm no FPL e na fundação - variação do 

assentamento permanente máximo acumulado ao longo da via. 
 

Estes resultados são importantes se analisados em conjunto considerando toda a subestrutura 
com a inclusão de ambos os materiais: FPL e fundação. A Figura 16 mostra os resultados obtidos. 
O assentamento máximo acumulado da subestrutura no alinhamento sob o carregamento é próximo 
de 0.52 mm considerando a gama -18.5 m < x < 0 m. O valor máximo ocorre na posição x=-7.25 m. 
Os resultados representados na Figura 16a também mostram que as camadas que mais contribuem 
para a deformação permanente e respetivo assentamento permanente acumulado estão localizadas 
entre o topo do FPL (y=-0.738 m) e y=-4.138 m (acima de metade da espessura da fundação). De 
facto, todos os elementos do FPL contribuem para o desenvolvimento da deformação permanente, 
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Fig. 14 – Deformação permanente máxima na fundação ao longo da via (após 1 milhão de 

ciclos de carga) associados aos nós de topo, meio e base. 
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assim como cerca de 30% dos elementos da fundação. Após a profundidade y=-4.138 m, o 
assentamento permanente estabiliza, o que significa que 70% da fundação não está a contribuir para 
o desenvolvimento da deformação permanente. Esta informação é de grande utilidade uma vez que 
mostra que, no dimensionamento da estrutura, deve ser dada especial atenção às propriedades da 
fundação acima desta profundidade (devem ser selecionados materiais de boa qualidade). 

De facto, o valor de 0.52 mm obtido na simulação numérica é próximo do valor obtido nos 
ensaios realizados à escala real da via em laje, onde o valor máximo de assentamento permanente 
acumulado obtido foi de 0.53 mm (Čebašek et al., 2018). Neste caso, a estrutura foi submetida a 
mais de 3 milhões de ciclos de carga. Além disso, no trabalho desenvolvido por Guo e Zhai (2018), 
os autores estudaram a previsão a longo prazo da degradação da geometria da via (assumindo uma 
velocidade do comboio de 300 km/h ao longo de 2 anos, o que corresponde a 350400 milhões de 
ciclos de cargas baseados no tráfego diário atual de cerca de 60 comboios). Este estudo foi 
desenvolvido considerando um sistema de via em laje de uma linha de alta velocidade e foi realizada 
uma avaliação do impacto dos assentamentos diferenciais na fundação considerando diferentes 
combinações de assentamentos: 5 mm/10 m e 5 mm/20 m (função cosseno). Os assentamentos 
acumulados da fundação em diferentes posições em relação às deformações iniciais apresentam 
assentamentos acumulados inferiores a 1.5 mm e 0.9 mm considerando as duas combinações, 
respetivamente. Assim, é possível concluir que os resultados obtidos na simulação numérica 
explicitada neste trabalho estão dentro desta gama de valores. 

A distribuição do assentamento permanente acumulado (em mm) no FPL e na fundação estão 
representados na Figura 17. O esquema de cores mostra os valores dos assentamentos acumulados 
na base do FPL (Figura 17a) e fundação (Figura 17b) ao longo das direções de x, y e z. Assim, a 
partir da Figura 17, é possível concluir que o assentamento permanente máximo acumulado pode 
não ocorrer exatamente sob o alinhamento do carril. Acrescenta-se ainda, que é possível identificar 
os valores máximos da deformação permanente em todas as direções (Figura 5): vertical (eixo y), 
longitudinal (eixo x) e transversal (eixo z). 

Após a determinação da deformação e assentamento permanentes, os resultados obtidos (em m) 
foram novamente incluídos no modelo 3D (ANSYS) em cada nó do FPL e da fundação. 

 
3.3.2 – Resultados da análise dinâmica de via deformada 

A acumulação da deformação permanente com o número de ciclos de carga pode conduzir a 
uma alteração progressiva no perfil longitudinal da via.  

  
a) b) 

Fig. 16 – Assentamento permanente acumulado na subestrutura (FPL e fundação) em mm: a) ao 
longo da via (considerando todos os alinhamentos); b) assentamento permanente máximo 

acumulado ao longo da via. 
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onde i corresponde ao número de elementos que constituem um determinado material, Hsi representa 
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Fig. 14 – Deformação permanente máxima na fundação ao longo da via (após 1 milhão de 

ciclos de carga) associados aos nós de topo, meio e base. 
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assim como cerca de 30% dos elementos da fundação. Após a profundidade y=-4.138 m, o 
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A Figura 18 apresenta a evolução da deformação vertical ao longo da via (incluindo a zona de 
transição) dos elementos localizados, por exemplo, no topo da laje de betão e fundação com o 
número de ciclos de carga. 

 
Fig. 18 – Evolução da deformação vertical ao longo da via dependendo do número de ciclos de 
carga: a) no topo da laje de betão sob o alinhamento do carregamento; b) topo da fundação sob 

o alinhamento do carregamento. 
 

Analisando os resultados obtidos, é possível elencar algumas conclusões acerca da evolução da 
deformação permanente na via: 

 a magnitude da deformação vertical no topo da laje de betão e topo da fundação é 
semelhante; 
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Fig. 17 – Assentamentos permanentes acumulados (3D) em mm: a) no FPL; b) na fundação. 

   

 o impacto da evolução da deformação permanente nos deslocamentos da via não é 
significativo. As diferenças dos deslocamentos obtidos considerando N=0 e N= 1 
milhão de ciclos de carga ao longo da via são quase impossíveis de identificar. As 
curvas estão praticamente sobrepostas. 

Quanto ao deslocamento vertical da roda sobre a via deformada, este inclui a curva inicial de 
deslocamentos induzidos pelo comboio com o perfil de assentamento da subestrutura (o veículo 
segue a deformação total da via). Contudo, os valores da deformação permanente são baixos devido 
à elevada rigidez da via, o que significa que o perfil de assentamento da subestrutura não é tão 
diferente quando comparado com o perfil não-deformado. De facto, os resultados apresentados na 
Figura 16 mostram que o assentamento permanente máximo acumulado é inferior ou igual a 0.52 
mm. 

Nas Figuras 19a e 19b, são apresentadas a variação da força de interação roda-carril e a 
aceleração dos eixos ao longo da via com o número de ciclos de carga, respetivamente. A variação 
do deslocamento vertical da roda ao longo da via com o número de ciclos de carga (Figura 19c) 
mostra que não existem diferenças significativas, sobretudo nas secções próximas da zona de 
transição (x=0 m). No caso da aceleração vertical verificam-se pequenas diferenças imediatamente 
e depois da transição, ainda que não incrementem o seu valor. Estes resultados e respetivas 
conclusões são uma indicação do bom desempenho da estrutura simulada.  
 

a) b) 

 
c) 

Fig. 19 –a) Variação da força de interação roda-carril (eixo 1) ao longo da via com o número de 
ciclos de carga; b) variação da aceleração vertical (eixo 3) ao longo da via com o número de ciclos 
de carga; c) variação do deslocamento da roda (eixo 3) do comboio ao longo da via com o número 

de ciclos de carga. 
 
A Figura 20 mostra os valores máximos da aceleração vertical ao longo da via nos nós da base 

do HBL. Na Figura 21, está representada a variação dos valores máximos e mínimos das tensões 
verticais e longitudinais obtidos ao longo da transição nos nós de topo de HBL com o número de 
ciclos de carga. Os resultados mostram que as curvas associadas às condições iniciais (via não 
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A Figura 18 apresenta a evolução da deformação vertical ao longo da via (incluindo a zona de 
transição) dos elementos localizados, por exemplo, no topo da laje de betão e fundação com o 
número de ciclos de carga. 

 
Fig. 18 – Evolução da deformação vertical ao longo da via dependendo do número de ciclos de 
carga: a) no topo da laje de betão sob o alinhamento do carregamento; b) topo da fundação sob 

o alinhamento do carregamento. 
 

Analisando os resultados obtidos, é possível elencar algumas conclusões acerca da evolução da 
deformação permanente na via: 
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Fig. 17 – Assentamentos permanentes acumulados (3D) em mm: a) no FPL; b) na fundação. 

   

 o impacto da evolução da deformação permanente nos deslocamentos da via não é 
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deslocamentos induzidos pelo comboio com o perfil de assentamento da subestrutura (o veículo 
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transição (x=0 m). No caso da aceleração vertical verificam-se pequenas diferenças imediatamente 
e depois da transição, ainda que não incrementem o seu valor. Estes resultados e respetivas 
conclusões são uma indicação do bom desempenho da estrutura simulada.  
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Fig. 19 –a) Variação da força de interação roda-carril (eixo 1) ao longo da via com o número de 
ciclos de carga; b) variação da aceleração vertical (eixo 3) ao longo da via com o número de ciclos 
de carga; c) variação do deslocamento da roda (eixo 3) do comboio ao longo da via com o número 

de ciclos de carga. 
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do HBL. Na Figura 21, está representada a variação dos valores máximos e mínimos das tensões 
verticais e longitudinais obtidos ao longo da transição nos nós de topo de HBL com o número de 
ciclos de carga. Os resultados mostram que as curvas associadas às condições iniciais (via não 
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deformada/N=0) e as curvas associadas à via deformada (N= 1 milhão de ciclos de carga) estão 
praticamente sobrepostas na zona de transição (x=0 m). Isto significa que é possível continuar o 
processo iterativo, incrementando o número de ciclos de carga de forma a observar o incremento 
das tensões e acelerações nesta camada, assim como as forças de interação. Contudo, devido ao bom 
desempenho da via, este incremento do número de ciclos de carga pode ter apenas uma influência 
residual nos resultados. 

 
Fig. 20 – Valores máximos da aceleração vertical nos nós da base do HBL ao longo da zona de 

transição (sob o alinhamento do carregamento). 
 

  
  

  
c) d) 

Fig. 21 – Tensão nos nós de topo do HBL ao longo da zona de transição com número de ciclos de 
carga (sob o alinhamento do carregamento): a) tensões verticais máximas; b) tensões verticais 

mínimas; c) tensões longitudinais máximas; d) tensões longitudinais mínimas 
 
A partir dos resultados apresentados anteriormente, é possível concluir que esta zona de 

transição específica considerando o sistema de via em laje apresenta um desempenho bastante 
satisfatório após 1 milhão de ciclos de carga. Os resultados mostram que a rigidez da estrutura 
reforçada pela laje de betão condiciona o desempenho a longo prazo, que é apenas dependente da 

Posição (m)
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-2

0

2

4

6

8

10
Valores máximos - base HBL - N=0
Valores máximos - base HBL - N=1000000

   

fundação e do FPL que, neste caso, apresentam boas propriedades mecânicas, exigência que é 
necessária para este tipo de via. 

 
3.4 – Melhoramento do desempenho na zona de transição  

Devido à concentração de tensões na laje de betão e HBL na zona de transição, foi testada a 
eficácia e eficiência de uma manta resiliente sob a laje de betão no túnel e no aterro (1 m 
imediatamente antes da transição) de forma a tentar mitigar este fenómeno, otimizar a via em laje e 
“suavizar” a zona de transição, mesmo apesar do bom desempenho a longo prazo apresentado nas 
secções anteriores. Esta manta fornece flexibilidade e tenta balancear a rigidez entre o aterro e o 
túnel. Mais ainda, esta medida pode ser um passo importante na otimização deste sistema em zonas 
de transição. 

Assim, considerando o sistema previamente apresentado, a camada original de argamassa 
colocada entre a laje de betão e o HBL foi substituída pela manta resiliente na zona do túnel 
(mantendo a espessura de 40 mm de forma a não alterar a geometria da via), tal como representado 
na Figura 22. 

 

  
a) b) 

Fig. 22 – a) Posição da manda resiliente; b) modelo 3D com a inclusão da manta resiliente  
 

Tendo em consideração a geometria apresentada na Figura 22, a manta resiliente foi modelada 
com elementos sólidos considerando uma espessura de 40 mm. Neste estudo, foram testados 
diferentes valores de rigidez da manta resiliente num processo iterativo. As propriedades adotadas 
são apresentadas no Quadro 5. O valor da rigidez dinâmica (k) foi adaptado para obter uma transição 
suave de rigidez entre o aterro e o túnel com a manta resiliente. O valor original foi obtido a partir 
do catálogo Trackelast - Slab Track Mats (Trackelast), assim como a densidade. Relativamente ao 
amortecimento, os valores adotados foram definidos com base no trabalho desenvolvido por Zbiciak 
et al. (2017) considerando um amortecimento de Acrescenta-se ainda que foi adotado um 
coeficiente Poisson de 0 uma vez que os elementos que estão a modelar a manta resiliente estão 
confinados devido à ligação com a laje de betão e HBL. Isto significa que este material apenas se 
pode deformar na direção vertical. 

 
Quadro 5 – Propriedades da manta resiliente 

k (kN/mm3) E (Pa)  (kg/m3)    
0.126 5.04×106 450 0 1.5325 3.88183×10-5 

k=rigidez; E = modulo de Young;  = baridade;  = coeficiente de Poisson; = parâmetro da matriz de 
amortecimento Rayleigh que multiplica a matriz de massa do sistema; = parâmetro da matriz de 
amortecimento Rayleigh que multiplica a matriz de rigidez global 
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deformada/N=0) e as curvas associadas à via deformada (N= 1 milhão de ciclos de carga) estão 
praticamente sobrepostas na zona de transição (x=0 m). Isto significa que é possível continuar o 
processo iterativo, incrementando o número de ciclos de carga de forma a observar o incremento 
das tensões e acelerações nesta camada, assim como as forças de interação. Contudo, devido ao bom 
desempenho da via, este incremento do número de ciclos de carga pode ter apenas uma influência 
residual nos resultados. 

 
Fig. 20 – Valores máximos da aceleração vertical nos nós da base do HBL ao longo da zona de 

transição (sob o alinhamento do carregamento). 
 

  
  

  
c) d) 

Fig. 21 – Tensão nos nós de topo do HBL ao longo da zona de transição com número de ciclos de 
carga (sob o alinhamento do carregamento): a) tensões verticais máximas; b) tensões verticais 

mínimas; c) tensões longitudinais máximas; d) tensões longitudinais mínimas 
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transição específica considerando o sistema de via em laje apresenta um desempenho bastante 
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fundação e do FPL que, neste caso, apresentam boas propriedades mecânicas, exigência que é 
necessária para este tipo de via. 

 
3.4 – Melhoramento do desempenho na zona de transição  

Devido à concentração de tensões na laje de betão e HBL na zona de transição, foi testada a 
eficácia e eficiência de uma manta resiliente sob a laje de betão no túnel e no aterro (1 m 
imediatamente antes da transição) de forma a tentar mitigar este fenómeno, otimizar a via em laje e 
“suavizar” a zona de transição, mesmo apesar do bom desempenho a longo prazo apresentado nas 
secções anteriores. Esta manta fornece flexibilidade e tenta balancear a rigidez entre o aterro e o 
túnel. Mais ainda, esta medida pode ser um passo importante na otimização deste sistema em zonas 
de transição. 

Assim, considerando o sistema previamente apresentado, a camada original de argamassa 
colocada entre a laje de betão e o HBL foi substituída pela manta resiliente na zona do túnel 
(mantendo a espessura de 40 mm de forma a não alterar a geometria da via), tal como representado 
na Figura 22. 

 

  
a) b) 

Fig. 22 – a) Posição da manda resiliente; b) modelo 3D com a inclusão da manta resiliente  
 

Tendo em consideração a geometria apresentada na Figura 22, a manta resiliente foi modelada 
com elementos sólidos considerando uma espessura de 40 mm. Neste estudo, foram testados 
diferentes valores de rigidez da manta resiliente num processo iterativo. As propriedades adotadas 
são apresentadas no Quadro 5. O valor da rigidez dinâmica (k) foi adaptado para obter uma transição 
suave de rigidez entre o aterro e o túnel com a manta resiliente. O valor original foi obtido a partir 
do catálogo Trackelast - Slab Track Mats (Trackelast), assim como a densidade. Relativamente ao 
amortecimento, os valores adotados foram definidos com base no trabalho desenvolvido por Zbiciak 
et al. (2017) considerando um amortecimento de Acrescenta-se ainda que foi adotado um 
coeficiente Poisson de 0 uma vez que os elementos que estão a modelar a manta resiliente estão 
confinados devido à ligação com a laje de betão e HBL. Isto significa que este material apenas se 
pode deformar na direção vertical. 

 
Quadro 5 – Propriedades da manta resiliente 

k (kN/mm3) E (Pa)  (kg/m3)    
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k=rigidez; E = modulo de Young;  = baridade;  = coeficiente de Poisson; = parâmetro da matriz de 
amortecimento Rayleigh que multiplica a matriz de massa do sistema; = parâmetro da matriz de 
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Fig. 23 – Comparação dos deslocamentos verticais com e sem manta resiliente: deslocamentos 

máximos nos nós de topo da laje de betão ao longo da via 
 

 

  
a) b) 

 

 

 
c) d) 

Fig. 24 – Comparação das tensões com e sem manta resiliente: a) tensões longitudinais ao longo 
da via nos nós de topo da laje de betão; b) tensões verticais ao longo da via nos nós de topo da laje 
de betão; c) tensões longitudinais ao longo da via nos nós da base do HBL; d) tensões verticais ao 

longo da via nos nós da base do HBL 
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Os resultados do modelo relativos aos valores dos deslocamentos nos nós de topo da laje de 
betão (Figura 23) mostram uma transição mais suave (curva a tracejado – situação com manta 
resiliente) quando comparados com a situação sem a manta resiliente, onde os deslocamentos são 
zero a partir da transição na posição x=0 m. 

Apesar da importante análise dos deslocamentos, é fundamental avaliar o efeito da manta nas 
tensões verticais e longitudinais. Os resultados relativos à laje de betão e HBL são apresentados na 
Figura 24, os quais mostram uma redução dos níveis das tensões longitudinais e verticais ao longo 
da via. Relativamente à laje de betão, os resultados apresentam uma redução, quer dos valores da 
tensão máxima longitudinal, quer das tensões verticais, ambos na posição x=0 m. Esta atenuação 
das tensões é também visível no HBL ao nível das tensões verticais e longitudinais.  

4 – CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Este artigo apresenta um extenso e completo estudo sobre o desempenho da via em laje de betão 
considerando diferentes condições de apoio ao longo de uma zona de transição. Assim, foi 
desenvolvido um modelo numérico 3D acoplado com a implementação de um modelo empírico de 
deformação permanente, que permite simular o processo de degradação da via. 

Relativamente ao comportamento dinâmico a curto-prazo da via, foi analisada, em detalhe, a 
influência da passagem dos primeiros quatro bogies em termos de deslocamentos, acelerações e 
tensões na via em laje. Os resultados mostram uma concentração de tensões na laje de betão e HBL 
na zona de transição, bem como a variação dos deslocamentos dinâmicos verticais dos eixos do 
comboio, para além de um incremento da aceleração vertical dos eixos e das forças de interação 
roda-carril na zona de transição. Os deslocamentos dos carris, laje de betão, HBL, FPL e fundação 
mostram uma variação significativa na resposta ao longo da passagem do comboio. 

Em relação ao comportamento a longo prazo, foi implementada uma metodologia híbrida capaz 
de simular os assentamentos induzidos na zona de transição e proximidades e avaliar os seus 
impactos no comportamento dinâmico da via. Assim, a deformação permanente induzida nos 
elementos do FPL e fundação foram calculados usando o MATLAB, com base nos níveis de tensão 
obtidos no modelo 3D de elementos finitos. O assentamento foi posteriormente aplicado em todos 
os nós da subestrutura do modelo 3D. Os resultados mostram que o assentamento permanente 
máximo acumulado da via em laje sobre o aterro e sob o alinhamento do carregamento é próximo 
de 0.52 mm. Além disso, verifica-se que a estrutura mostra um comportamento a longo prazo 
bastante satisfatório após 1 milhão de ciclos de carga. Relevante foi também a informação obtida de 
que apenas cerca de 30% da parte superior da fundação contribui para o desenvolvimento da 
deformação permanente e respetivo assentamento permanente acumulado. 

Devido à concentração de tensões na superestrutura (laje de betão e HBL) na zona de transição, 
foi incluída uma manda resiliente sob a laje de betão no túnel e no primeiro metro do aterro 
imediatamente antes da zona de transição de forma a tentar mitigar este fenómeno. Os resultados 
obtidos mostram um bom desempenho da manta visto que fornece uma flexibilidade adicional ao 
sistema no túnel e reduz os picos de tensões na zona de transição, para além de reduzir os níveis de 
tensão na laje de betão e HBL. 
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Fig. 23 – Comparação dos deslocamentos verticais com e sem manta resiliente: deslocamentos 

máximos nos nós de topo da laje de betão ao longo da via 
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Fig. 24 – Comparação das tensões com e sem manta resiliente: a) tensões longitudinais ao longo 
da via nos nós de topo da laje de betão; b) tensões verticais ao longo da via nos nós de topo da laje 
de betão; c) tensões longitudinais ao longo da via nos nós da base do HBL; d) tensões verticais ao 

longo da via nos nós da base do HBL 
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Os resultados do modelo relativos aos valores dos deslocamentos nos nós de topo da laje de 
betão (Figura 23) mostram uma transição mais suave (curva a tracejado – situação com manta 
resiliente) quando comparados com a situação sem a manta resiliente, onde os deslocamentos são 
zero a partir da transição na posição x=0 m. 

Apesar da importante análise dos deslocamentos, é fundamental avaliar o efeito da manta nas 
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obtidos mostram um bom desempenho da manta visto que fornece uma flexibilidade adicional ao 
sistema no túnel e reduz os picos de tensões na zona de transição, para além de reduzir os níveis de 
tensão na laje de betão e HBL. 
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Neste estudo, apresenta-se uma metodologia de cálculo da estabilidade global baseada no mé-
todo de Broms que inclui os efeitos da acção sísmica através da adição de forças estáticas equivalen-
tes.

O caso considerado admite solo respondendo em condições drenadas, cuja resistência é carac-
terizada pelo ângulo de resistência ao corte.

Na metodologia proposta, admite-se que a profundidade enterrada da cortina é determinada
pelo método do apoio móvel, sendo esta a profundidade assumida para a verificação da estabilidade
global.

Realiza-se uma análise paramétrica com o fim de estudar a influência da intensidade da acção
sísmica, do ângulo de resistência ao corte do solo, da inclinação das ancoragens e da sobrecarga
aplicada ao terreno suportado. Por fim, com base nos resultados obtidos, propõe-se um critério para
a localização das selagens das ancoragens que poderá constituir uma ferramenta de pré-dimensiona-
mento em relação à estabilidade global deste tipo estruturas.

2 – A QUESTÃO DO EQUILÍBRIO GLOBAL DE CORTINAS ANCORADAS

Conforme referido, classicamente a verificação do equilíbrio global de cortinas ancoradas é feita
recorrendo aos métodos de Kranz (1953), de Broms (1968) ou a métodos que derivam do método
de Kranz. Todos eles são métodos de equilíbrio limite e foram desenvolvidos especificamente para
tratar do problema da estabilidade global de cortinas ancoradas. Em paralelo com estes métodos e
por vezes incorrectamente substituindo-os na prática corrente, recorre-se a condições semi-empíricas
que procuram definir a localização dos bolbos de selagem das ancoragens.

2.1 – Condições semi-empíricas de localização da selagem

As condições semi-empíricas de localização da selagem não tratam a estabilidade global direc-
tamente. A mais frequente destas condições está representada na Figura 1; nela estabelece-se que o
comprimento livre (Lℓ) mínimo é definido pela cunha activa nas condições de Rankine e por uma
linha a uma distância adicional, d, da superfície da cunha, sendo que a selagem, de comprimento Ls,
deverá ser executada para lá dessa linha.

O cumprimento destas condições empíricas, conforme mostrado por Santos Josefino et al. (2014),
não garante a estabilidade global de cortinas ancoradas, apesar de, como se referiu, por vezes tais
condições serem interpretadas como assegurando essa estabilidade. Estas condições devem, por-

a

h

f0

Lℓ

Ls
α

φ ′

γ

45o +φ ′/2

d = max(0,15h;1,5m)

Fig. 1 – Representação esquemática da condição empírica de localização da selagem das ancoragens (adaptado
de Santos Josefino et al., 2014).
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tanto, ser encaradas como metodologias que definem um comprimento mínimo das ancoragens,
havendo ainda que fazer uma verificação explícita da estabilidade global.

Por outro lado, importa referir que a estas condições empíricas não está associada qualquer ac-
ção sísmica e que, apesar de se poder certamente adaptar o critério ao caso da existência de tais
acções, através da alteração da inclinação da cunha, não se encontrou tal procedimento na bibliogra-
fia consultada.

O Eurocódigo 8 (NP EN 1998-5, 2010) propõe uma expressão para o comprimento livre admi-
tindo carregamento sísmico que, para o caso de estruturas de suporte ancoradas, se pode escrever
como:

Lℓ,sismo = Lℓ,sem sismo (1+1,5kh) (1)

sendo Lℓ,sismo e Lℓ,sem sismo os comprimentos livres mínimos para as situações com e sem sismo,
desprezando a espessura da estrutura de suporte e da cabeça das ancoragens.

Refere-se, finalmente, que há outras regras práticas que têm efeitos na localização da zona de
selagem das ancoragens e que têm por esse motivo relevância para a definição do comprimento
das ancoragens. Como exemplo, menciona-se o comprimento livre mínimo (da ordem dos 5m) e a
profundidade mínima da selagem (também dessa ordem de grandeza).

2.2 – Métodos clássicos de verificação da estabilidade global

Kranz (1953) estudou a estabilidade global de uma estrutura de suporte com um nível de an-
coragens de viga ou placa. O método foi estendido aos casos de cortinas suportadas por um ou
mais níveis de ancoragens pré-esforçadas, seladas no terreno, por Jelinek e Ostermayer (1967) e por
Ranke e Ostermayer (1968). Neste estudo, designa-se por “método de Kranz” a aplicação feita por
aqueles autores ao caso de cortinas com um nível de ancoragens seladas no terreno. Este caso foi
também o considerado por Broms (1968).

Os dois métodos – Kranz e Broms – são métodos de equilíbrio limite, que estudam o equilíbrio
da massa de solo ABCD que se indica na Figura 2. Admite-se no presente trabalho que o ponto C se
localiza a meio da selagem, ou seja, que Lu é dado por:

Lu = Lℓ+
Ls

2
(2)

Kranz Broms

A A

B B

C C

DD

Fa
Fa,KFa,K

Ia

IaIa

Ip,B

Ip,B

Ip

V

V
V

EaEa

Ea

R
R

R

W

W

W

Fig. 2 – Representação das forças envolvidas na análise de estabilidade global pelos métodos de Kranz (à
esquerda) e de Broms (à direita) e respectivos polígonos de forças (adaptado de Santos Josefino et al., 2014).

O método de Broms estuda o equilíbrio global do conjunto composto pela massa de solo ABCD
e pela cortina, incluindo, portanto, a ancoragem. As forças actuantes são, assim, o impulso passivo,
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Ip, a força no pé da cortina, V , o peso da massa de solo ABCD, W , o impulso activo actuante na massa
de solo, à direita, Ea, e a força R. No que se indica na Figura 2, não se considera o peso próprio da
parede, mas tal força poderia facilmente ser considerada. A força na ancoragem é uma força interna
ao conjunto parede e solo, pelo que não entra no equilíbrio desse conjunto.

Broms (1968) define coeficiente de segurança à estabilidade global como a relação entre o im-
pulso Ip que se pode mobilizar na altura enterrada da cortina e o impulso passivo IpB necessário
para, numa dada geometria, garantir o equilíbrio da massa de solo e da cortina, ou seja, para que o
polígono de forças representado na Figura 2 fique fechado:

FSB =
Ip

IpB
(3)

Broms considera que o valor mínimo deste coeficiente de segurança é 1,5. Propõe igualmente uma
alternativa a este coeficiente, através da minoração da tangente do ângulo de resistência ao corte, por
um coeficiente com o valor de 1,3.

O método de Kranz considera o equilíbrio da cortina e da massa de solo separadamente, as-
sumindo que a cortina se encontra em equilíbrio, como resultado do seu dimensionamento, e estu-
dando, portanto o equilíbrio da massa de solo. O equilíbrio da cortina (Figura 2) implica o equilíbrio
entre o impulso passivo, Ip, o impulso activo, Ia, a força na ancoragem, Fa e a força no pé da cortina,
V (continuando a não considerar o peso próprio da parede). O equilíbrio da massa de solo implica o
equilíbrio das forças Ia, W , Ea, R e Fa. O coeficiente de segurança FSK definido por Kranz é o quo-
ciente entre o valor de Fa,K determinado pelo equilíbrio de forças apresentado e a força de serviço
dessa ancoragem, Fa:

FSK =
Fa,K

Fa
(4)

Também para FSK é tradicionalmente adoptado o valor de 1,5.
O que se apresentou mostra que os dois métodos diferem no volume considerado para o equilí-

brio e na forma como consideram, na sua versão original, o coeficiente (global) de segurança – no
impulso passivo (Broms) e na força na ancoragem (Kranz). Na situação de equilíbrio limite (FSB =
FSK = 1) os dois métodos são equivalentes, se a cortina estiver em equilíbrio (Santos Josefino et al.,
2014).

3 – METODOLOGIA DE CÁLCULO

3.1 – Colocação do problema

O problema em estudo é o definido na Figura 1 considerando ainda uma sobrecarga uniforme-
mente distribuída na superfície do terreno suportado e a acção sísmica, caracterizada por coeficientes
sísmicos (Figura 3). Trata-se de uma cortina mono-apoiada caracterizada pela profundidade de esca-
vação, h, pela sua profundidade enterrada (também designada de ficha), f0, pelo nível de ancoragens
seladas no terreno executadas à profundidade a do topo da cortina e fazendo um ângulo α com a
horizontal, e pela sobrecarga, q. O solo é caracterizado pelo ângulo de resistência ao corte, φ ′, e pelo
peso volúmico, γ . A superfície do terreno é horizontal, tanto do lado do terreno suportado como do
lado da escavação. Despreza-se o ângulo de atrito solo-estrutura, como é habitual no dimensiona-
mento de cortinas mono-ancoradas.

A acção sísmica é simulada através de forças de inércia que resultam da multiplicação de coefi-
cientes sísmicos, kh e kv, pelas forças de massa envolvidas. O peso próprio da cortina é desprezado,
assim como a força V . Tal significa que, neste modelo, habitual, como se referiu, em que não se
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Fig. 3 – Representação esquemática do problema em estudo e das forças consideradas aplicadas à cortina para
a determinação da sua profundidade enterrada, f0.

considera o atrito solo-estrutura, a verificação de equilíbrio vertical não é explicitamente feita, as-
sumindo-se que a força V e o atrito solo-estrutura do lado passivo (que existe, apesar de não ser
considerado) são suficientes para equilibrar a componente vertical da força no nível de ancoragens.

3.2 – Determinação da profundidade enterrada

Utiliza-se o método do apoio móvel para o cálculo da profundidade enterrada da cortina. Em
rigor, a metodologia de dimensionamento em relação à estabilidade global que se descreve na sec-
ção 3.3 seria igualmente aplicável recorrendo a outros métodos para o cálculo de f0, o que levaria,
naturalmente, a resultados diferentes daqueles que são apresentados no presente estudo.

A Figura 3 esquematiza as forças a considerar, incluindo os impulsos de terras resultantes da
acção sísmica. O cálculo desses impulsos foi feito com recurso à teoria de Mononobe-Okabe (Okabe,
1926; Mononobe e Matsuo, 1926). Pelo equilíbrio de momentos provocados pelos impulsos de terras
em relação ao ponto onde se pretende aplicar a força na ancoragem, determina-se f0.

Na Figura, Fah representa a componente horizontal da força na ancoragem, Iaγ é o impulso
activo estático que resulta do peso de terras, Ipγ é o impulso passivo estático, ∆Iaγs é o acréscimo de
impulso activo devido ao peso de terras causado pelo sismo, ∆Ipγs é o acréscimo de impulso passivo
causado pelo sismo (na realidade, ∆Ipγs é normalmente negativo, pelo que o seu efeito será o de um
decréscimo no impulso passivo) e Iaqs é o impulso total sísmico (estático e o acréscimo de impulso
sísmico) devido à sobrecarga.

O impulso estático devido ao peso de terras é dado por:

Iaγ =
1
2

Kaγ γ(h+ f0)
2 (5)

em que Kaγ é obtido pela expressão de Rankine
(
Kaγ = (1− senφ ′)/(1+ senφ ′)

)
.
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O impulso passivo estático é dado por:

Ipγ =
1
2

Kpγγ f 2
0 (6)

sendo Kpγ o coeficiente de impulso passivo de Rankine
�
Kpγ = (1+ senφ ′)/(1− senφ ′)

�
.

O acréscimo de impulso activo sísmico é determinado através de:

∆Iaγs = Iaγs − Iaγ (7)

em que Iaγs é o impulso activo sísmico, dado por:

Iaγs =
1
2

Kaγsγ(h+ f0)
2 (8)

e Iaγ é o impulso activo estático, dado pela equação 5. A razão para a consideração de Iaγ e ∆Iaγs

separadamente (em lugar de Iaγs) é o facto de resultados analíticos e de ensaios (Seed e Whitman,
1970; Steedman e Zeng, 1990) terem mostrado que a resultante do impulso activo sísmico se encon-
tra acima de um terço da altura do paramento, pelo que se adoptou a prática comum de separar a
força do impulso activo sob acção sísmica em duas componentes, conforme indicado na Figura 3.
Nesta figura, o impulso activo estático encontra-se aplicado a um terço da altura e o acréscimo de
impulso devido ao sismo a meia altura, conforme recomendado pelo Eurocódigo 8 (NP EN 1998-5,
2010). Na equação 8, Kaγs é dado pela expressão de Mononobe-Okabe que, para terremo horizontal,
paramento vertical e ausência de atrito solo-estrutura vem:

Kaγs =
(1+ kv)cos2 (φ ′

−θ )

cos2 θ


1+

�
senφ ′ sen (φ ′

−θ )

cosθ

�1/2



2 (9)

Nesta equação, θ é o ângulo de inércia sísmico dado por:

θ = arctg

�
kh

1+ kv

�
(10)

Faz-se ainda notar que, por uma questão de conveniência de representação das equações que se
obtêm em seguida, se opta neste estudo por incorporar nos coeficientes de impulso o factor (1+ kv)
que, por vezes, em alguma literatura, é incluído na expressão do impulso sísmico (e não na do
coeficiente de impulso). De igual modo, adopta-se o sinal positivo neste factor, em lugar de (1±kv),
pelo que um valor de kv positivo resulta numa acção descendente e um valor negativo numa acção
ascendente.

Para o cálculo do impulso passivo sísmico usou-se o recomendado em ASCE (1993), que pro-
põe uma abordagem idêntica à usada para o cálculo do impulso activo sísmico, com um acréscimo
de impulso, ∆Ipγ – que, como se referiu, será normalmente negativo – aplicado a meia altura, e o
impulso passivo estático, Ipγ , a um terço dessa mesma altura (Figura 3). O acréscimo de impulso
passivo sísmico é, assim, dado por:

∆Ipγs = Ipγs − Ipγ (11)

onde Ipγs é valor do impulso passivo sísmico, dado por:

Ipγs =
1
2

Kpγsγ f 2
0 (12)
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sendo Kpγs dado pela expressão de Mononobe-Okabe que, para solo horizontal, paramento vertical
e ausência de atrito solo-estrutura resulta em:

Kpγs =
(1+ kv)cos2 (φ ′

−θ )

cos2 θ


1−

�
senφ ′ sen(φ ′

−θ )

cosθ

�1/2



2 (13)

No caso do impulso sísmico devido à sobrecarga, Iaqs, considera-se tanto o acréscimo como o
impulso estático aplicados a meia altura. Pode, portanto, calcular-se apenas o impulso sísmico:

Iaqs = qKaqs(h+ f0) (14)

O coeficiente de impulso Kaqs é igual a Kaγs no problema em estudo, devido ao facto de a superfície
de terreno no tardoz da cortina ser horizontal.

Deste modo, de acordo com o método do apoio móvel, será possível determinar f0 por intermé-
dio da seguinte equação de equilíbrio de momentos flectores em relação ao ponto O (Figura 3):

∑MO = 0 ⇒
�
∆Iaγs + Iaqs

��h+ f0

2
− a

�
+ Iaγ

�
2
3
(h+ f0)−a

�
−∆Ipγs

�
h+

f0

2
−a

�
−

− Ipγ

�
h+

2
3

f0 − a

�
= 0 (15)

O valor da componente horizontal da força na ancoragem, Fah, determina-se por meio de uma
equação de equilíbrio de forças horizontais.

3.3 – Determinação do comprimento útil de ancoragem

Optou-se por escolher o método de Broms para proceder ao estudo, por se considerar mais
simples a sua adaptação para inclusão da acção sísmica, assim como mais claramente identificado o
que constitui acção e resistência.

A Figura 4 esquematiza a forma como foi feita essa adaptação (Mesquita, 2019). O equilíbrio
das forças actuantes no conjunto permite obter o comprimento útil da ancoragem, Lu, mínimo ne-
cessário para garantir a estabilidade. A incorporação da acção sísmica nos cálculos é feita através
da introdução de forças de inércia que resultam da multiplicação de coeficientes sísmicos pelo peso
do bloco, ABCD, e pela resultante da sobrecarga q; de igual modo, os impulsos representados na Fi-
gura 4 são os impulsos sísmicos, determinados, portanto, com os coeficientes de impulso sísmicos.
No estudo realizado admite-se que os coeficientes sísmicos são os mesmos (kh e kv) anteriormente
usados; considerou-se também que a força V era desprezável, o que significa, na prática, que o
equilíbrio de forças verticais tem que ser verificado sem este contributo, o que é conservativo.

As forças representadas podem ser calculadas de acordo com as expressões seguintes, sendo
W o peso do bloco ABCD, Q a resultante da sobrecarga e Eaγs e Eaqs os impulsos activos sísmicos
devidos ao peso do solo e à sobrecarga aplicados ao bloco:

W =
1
2

γLu cosα (h+ f0 +a+Lu senα) (16)

Q = qLu cosα (17)

Eaγs =
1
2

Kaγsγ (a+Lu senα)2 (18)
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Fig. 4 – Método de Broms com consideração da acção sísmica

Eaqs = qKaqs (a+Lu senα) (19)

Ainda na Figura 4, apresenta-se o polígono das forças que equilibram a cortina e o bloco ABCD.
Do equilíbrio de forças verticais resulta que:

R =
(1+ kv)(W +Q)

cos(ε −φ ′)
(20)

com:

ε = arctg

(
f0 + h− a−Lusenα

Lu cosα

)
(21)

Do equilíbrio de forças horizontais, estabelece-se a seguinte condição:

Ipγs −Eaγs−Eaqs− kh(W +Q)−Rsen
(
ε −φ ′

)
= 0 (22)

equação na qual se pode substituir R pela expressão da equação 20 e, consequentemente, obter a
seguinte equação na qual, para dado problema, todas as forças dependem apenas de Lu:

Ipγs −Eaγs−Eaqs− (1+ kv) (W +Q)
[
tgθ + tg

(
ε −φ ′

)]
= 0 (23)

É deste modo possível obter-se o valor de Lu.
Na equação 23, sendo Q uma força resultante de uma sobrecarga variável, só deverá ser con-

siderada quando for desfavorável. É conhecido que, em situação estática, Q é desfavorável sempre
que tgε > tgφ ′ (ou, portanto, ε > φ ′). Pode mostrar-se que a condição equivalente para o caso de
existência da acção sísmica é dada por:

tgθ + tgε > (1− tgθ tgε) tgφ ′ (24)

o que é equivalente a:
θ + ε > φ ′ (25)
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3.4 – Adimensionalização dos parâmetros

Considerou-se preferível realizar o estudo descrito de forma adimensional. Deste modo, a equa-
ção 15 foi dividida por γh3 e a equação 23 por γh2, resultando nas equações seguintes:

[
1
2
(Kaγs −Kaγ)

(
1+

f0

h

)2

+
q

γh
Kaqs

(
1+

f0

h

)][
1
2

(
1+

f0

h

)
−

a

h

]
+

+
1
2

Kaγ

(
1+

f0

h

)2 [2
3

(
1+

f0

h

)
−

a

h

]
−

1
2
(Kpγs −Kpγ)

(
f0

h

)2 (
1+

1
2

f0

h
−

a

h

)
−

−
1
2

Kpγ

(
f0

h

)2(
1+

2
3

f0

h
−

a

h

)
= 0 (26)

1
2

Kpγs

(
f0

h

)2

−
1
2

Kaγs

(
a

h
+

Lu

h
senα

)2

−
q

γh
Kaqs

(
a

h
+

Lu

h
senα

)
−

−(1+ kv)

[
1
2

Lu

h
cosα

(
1+

f0

h
+

a

h
+

Lu

h
senα

)
+

q

γh

Lu

h
cosα

][
tgθ + tg(ε −φ ′)

]
= 0 (27)

Estas equações permitem, assim, que f0/h possa ser calculado em função de φ ′, θ , kv, a/h e
q/(γh) (através da resolução da equação 26), e que Lu/h seja determinado em função dos mesmos
parâmetros e ainda de α e de f0/h (através da resolução da equação 27).

O que se apresentou considerou a situação de equilíbrio limite, não envolvendo directamente
qualquer coeficiente de segurança. Tal significa que, para utilização dos resultados a seguir apre-
sentados para (pré-)dimensionamento, se deverá interpretar que os valores de φ ′ usados são valores
de cálculo, isto é, que são afectados por coeficiente de segurança. De igual modo, nas situações em
que intervém a sobrecarga q, se deverá considerar que nela estão incluídos os efeitos de majoração
de eventual coeficiente de segurança parcial. Isto significa, portanto, que os resultados apresentados
poderão facilmente ser usados em associação com a Combinação 2 (a combinação condicionante
neste tipo de cálculos) da Abordagem de Cálculo 1 do Eurocódigo 7 (NP EN 1997-1, 2010), que é a
utilizada em Portugal.

Refere-se também que no presente estudo considera-se que, para o cálculo de Lu/h, a profundi-
dade enterrada da cortina é a profundidade mínima, f0/h, determinada através da equação 26. Nada
impede, claro, que se adopte na equação 27 outros valores, superiores, para f0/h, o que conduzirá a
valores menores de Lu/h. Este assunto foi abordado por Santos Josefino et al. (2017) para o caso de
acções estáticas.

3.5 – Exemplos

O Quadro 1 apresenta os resultados do procedimento descrito para alguns exemplos de cálculo
em que se considerou φ ′ = 30◦, α = 15◦, a/h = 0,2 e q/γh = 0,05 e diferentes valores do ângulo θ
e dos coeficientes kh e kv:

• A: θ = 0 (caso estático, de referência);

• B: θ = 15o, considerando o caso kv/kh =−0,5;

• C: o mesmo valor de kh do caso anterior e kv/kh =+0,5, o que resulta em θ = 11,9o;
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• D: θ = 15o e kv = 0;

• E: θ = 15o e kv/kh =+0,5.

Quadro 1 – Resultados dos exemplos de cálculo

Ex. θ (o) kh kv
Iaγ

γh2
∆Iaγs

γh2
Iaqs

γh2
Ipγ

γh2
∆Ipγs

γh2
f0
h ε (o)

Eaγs+Eaqs

γh2
Lu
h

A 0 0 0 0,3241 0 0,0232 0,2333 0 0,394 39,7 0,0484 1,125

B 15,0 0,2363 –0,1181 0,4330 0,1809 0,0381 0,5614 -0,1508 0,612 20,5 0,1657 2,275

C 11,9 0,2363 +0,1181 0,3935 0,2441 0,0415 0,4318 -0,0124 0,536 24,3 0,1506 1,926

D 15,0 0,2679 0 0,4289 0,2606 0,0430 0,5476 -0,0934 0,604 20,3 0,1884 2,280

E 15,0 0,3094 +0,1547 0,4248 0,3638 0,0494 0,5337 -0,0226 0,597 20,0 0,2183 2,285

A análise do Quadro 1 permite constatar que nos exemplos B, D e E, para os quais o ângulo de
inércia sísmico tem o mesmo valor (15o), os resultados de f0/h e de Lu/h são praticamente iguais
(cerca de 0,60 para o primeiro e 2,28 para o segundo. Este resultado é particularmente interessante
dado que faz, aparentemente, depender estas duas grandezas, no que respeita à acção sísmica, apenas
do valor do ângulo de inércia sísmico, independentemente, portanto, dos valores dos coeficientes sís-
micos que conduzem a esse ângulo. A análise paramétrica que se inicia na secção seguinte começa,
assim, exactamente por este ponto.

A consequência imediata do que se referiu é a de que nos casos em que a acção sísmica é
definida por um coeficiente sísmico horizontal e por um coeficiente sísmico vertical que pode actuar
com sentido descendente (positivo) ou ascendente (negativo), o condicionante é o valor negativo,
por conduzir a maior ângulo de inércia sísmico. Tal pode verificar-se nos resultados dos exemplos B
e C, sendo que os maiores valores de f0/h e de Lu/h são obtidos para o exemplo B, que corresponde
ao sinal negativo de kv e, consequentemente, ao maior ângulo θ .

Comparando agora os resultados obtidos para a situação sísmica com θ = 15o (exemplos B, C
e D) com o caso estático (exemplo A), observa-se que, para a situação sísmica escolhida, o compri-
mento útil mais do que duplica face à situação estática. Observa-se também que o comprimento da
profundidade enterrada é significativamente maior para o caso com sismo e o mesmo ocorre para
a força na ancoragem (cujos valores não são, no entanto, incluídos no quadro). A propósito desta
observação haverá que referir que estes resultados foram obtidos usando o mesmo ângulo de resis-
tência ao corte (neste caso, de 30o) para todos os exemplos; refere-se isto porque caso se pretendesse
comparar os resultados para efeitos de dimensionamento, os valores de cálculo de φ ′ não seriam pro-
vavelmente os mesmos, nos casos com e sem sismo, pelo facto de numa e noutra situação poderem
ser aplicados coeficientes parciais de segurança diferentes.

No contexto do que se afirmou, verifica-se também que:

(Lu/h)θ=15o

(Lu/h)θ=0
=

2,28
1,12

= 2,04 > 1,54 =
0,60
0,39

=
( f0/h)θ=15o

( f0/h)θ=0
(28)

ou seja, constata-se que o sismo tem maior influência no cálculo do comprimento mínimo das an-
coragens do que no comprimento da profundidade enterrada da cortina, o que se traduz num valor
de ε menor no caso de θ = 15◦ e mostra a relevância da acção sísmica na avaliação da estabilidade
global.

É também interessante comparar os resultados obtidos com os que se obtêm da aplicação da
equação 1, mesmo tendo em atenção que os obtidos no presente estudo se referem a Lu e os daquela
equação a Lℓ. Como se referiu, os resultados obtidos neste estudo dependem de θ , e os da equação 1
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dependem de kh. Continuando a usar, para comparação, o caso θ = 15o e, no que respeita ao valor
de kh, o do exemplo E (o maior), obtém-se para este uma relação:

Lℓ,sismo,kh=0,3094

Lℓ,sem sismo
= 1+1,5×0,3094 = 1,46 (29)

que é inferior, portanto, à relação obtida no caso em estudo (2,04).

4 – ANÁLISE PARAMÉTRICA

Com o propósito de se estudar de que modo os vários parâmetros influenciam o cálculo do
comprimento mínimo das ancoragens para garantir a estabilidade global, realizou-se uma análise
paramétrica incidindo sobre: a relação kv/kh, o ângulo de inércia sísmico, o ângulo de resistência ao
corte do solo, o ângulo da inclinação das ancoragens e o valor da sobrecarga actuante no tardoz da
estrutura.

4.1 – Influência da relação entre os coeficientes sísmicos vertical e horizontal

Na sequência do que se constatou nos exemplos B, D e E da secção 3.5, realizou-se um conjunto
de cálculos para vários valores de φ ′ e de α , para q/(γh)= 0, a/h= 0,2 e considerando duas relações
kv/kh (–0,5 e +0,5), representando-se na Figura 5 os valores de f0/h (que são independentes de α) e
de Lu/h em função de θ/φ ′. Incluiu-se nesta análise o caso de α = 0 (ancoragens horizontais) como
situação limite, apesar de não realizável com ancoragens pré-esforçadas seladas no terreno.

A análise da Figura 5 permite constatar que, conforme se tinha verificado na secção 3.5, os resul-
tados obtidos para f0/h e para Lu/h são praticamente independentes da relação kv/kh, dependendo,
sim, do ângulo θ . Na realidade, o que se verifica é que existe uma muito pequena influência da re-
lação kv/kh, irrelevante do ponto de vista prático, que até se anularia se os acréscimos de impulso
activo e passivo devidos ao sismo fossem aplicados no mesmo ponto dos correspondentes impulsos
estáticos.

Estes resultados permitem, portanto, confirmar o que se referiu na secção 3.5: para cada con-
junto de valores kh, kv positivo e kv negativo, interessa apenas considerar o caso de kv negativo, que
corresponde ao maior valor de θ . Permitem também que a análise paramétrica que se segue seja feita
apenas em termos de θ , não sendo relevante para os resultados o valor de kv/kh adoptado.

4.2 – Influência do ângulo de inércia sísmico

A Figura 5 permite também analisar a influência do ângulo de inércia sísmico, representado em
abcissas através da relação θ/φ ′. Uma vez que, como se viu na secção anterior, o ângulo de inércia
sísmico é o único parâmetro que, no âmbito deste trabalho, representa a intensidade da acção sísmica,
verifica-se, como é natural, que o aumento desta grandeza implica o aumento dos comprimentos
mínimos da altura enterrada e das ancoragens. Verifica-se também que, para valores muito elevados
de θ/φ ′, os referidos comprimentos aumentam muito significativamente, atingindo valores muito
elevados, em particular para ângulos de resistência ao corte baixos e, no caso do comprimento das
ancoragens, também para as menores inclinações das ancoragens.

4.3 – Influência do ângulo de resistência ao corte

A influência do ângulo de resistência ao corte pode igualmente ser observada na Figura 5. Para
além do natural aumento dos comprimentos mínimos da altura enterrada e das ancoragens com a
diminuição do ângulo de resistência ao corte, pode notar-se que este aumento é mais importante
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Fig. 5 – Valores mínimos dos comprimentos f0/h e Lu/h obtidos em função de θ/φ ′, para dois valores da
relação kv/kh (0,5 e −0,5), q/(γh) = 0, a/h = 0,2 e para diferentes valores de φ ′ e de α .
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Fig. 5 – Valores mínimos dos comprimentos f0/h e Lu/h obtidos em função de θ/φ ′, para dois valores da
relação kv/kh (0,5 e −0,5), q/(γh) = 0, a/h = 0,2 e para diferentes valores de φ ′ e de α .

para os menores ângulos de resistência ao corte. Pode também notar-se que, ao contrário, o maior
aumento dos referidos comprimentos mínimos quando a relação θ/φ ′ se aproxima da unidade se
verifica para os maiores valores do ângulo de resistência ao corte.

4.4 – Influência da inclinação da ancoragem

Os resultados apresentados na Figura 5 poderiam também ser usados para a análise da influência
da inclinação das ancoragens. Preferiu-se, no entanto, refazer os cálculos (considerando agora apenas
o caso kv/kh = 0) e reorganizar os resultados da forma que se apresenta na Figura 6.

Conforme se referiu anteriormente, o ângulo α não influencia a profundidade enterrada, fruto do
procedimento seguido; tem, no entanto, uma evidente influência no comprimento mínimo das anco-
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Fig. 6 – Valores mínimos dos comprimentos f0/h e Lu/h obtidos em função de θ/φ ′, para kv/kh = 0, q/(γh) =
0, a/h = 0,2 e para diferentes valores de φ ′ e de α .
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ragens, o que é particularmente evidente nos menores valores de α , que conduzem a comprimentos
muito elevados, impraticáveis quando a acção sísmica é muito significativa. Para os maiores valores
de α a sua influência em Lu/h é menor.

4.5 – Influência da sobrecarga

Para mostrar a influência da sobrecarga, escrita na forma adimensional q/(γh), foram realizados,
para o caso φ ′ = 30o, cálculos para kv = 0, a/h= 0,2, diferentes valores de φ ′, de θ/φ ′ e para q/(γh)
igual a 0, 0,05, 0,2, 1 e 2.

Os resultados dos comprimentos mínimos da altura enterrada e das ancoragens são representados
na Figura 7. Pode constatar-se que a sobrecarga só tem influência significativa quando a relação
q/(γh) assume valores muito elevados (superiores a 0,2).

Em resultado do que se referiu na secção 3.3, os gráficos da Figura 7 só consideram o efeito da
sobrecarga, Q, quando esta tem um efeito desfavorável, isto é, quando se cumprir a inequação 25.
Nas situações em que tal não acontece, Q foi considerada nula, o que na figura corresponde aos casos
indicados a traço interrompido.

5 – PROPOSTA DE CRITÉRIO PARA A LOCALIZAÇÃO DAS SELAGENS DAS ANCO-
RAGENS

Com base nos resultados apresentados e em resultados adicionais obtidos para diferentes valores
do ângulo de resistência ao corte, propõe-se um critério para a localização da selagem das ancoragens
para cortinas mono-apoiadas dimensionadas com o método do apoio móvel.

Esse critério está representado nas Figuras 8 e 9, que pretendem constituir uma forma gráfica
prática para proceder ao (pré-)dimensionamento da altura enterrada e do comprimento das anco-
ragens mínimos de uma cortina mono-ancorada considerando a acção sísmica. Nestas figuras, os
valores de f0/h representam-se pelas linhas verticais que são função do ângulo de resistência ao
corte do solo e do ângulo de inércia sísmico e podem ser lidos medindo o seu comprimento.

Os valores de Lu/h podem ser determinados medindo as distâncias, na direcção imposta pela
inclinação das ancoragens, entre o ponto O e as linhas que definem as localizações dos centros
das selagens das ancoragens. Estas são também função do ângulo de resistência ao corte do solo e
do ângulo de inércia sísmico. Os resultados representados nas referidas figuras foram obtidos para
kv/kh = 0, q/(γh) = 0 e para a/h = 0,2. Faz-se notar que as linhas destas figuras que correspondem
a valores constantes de θ/φ ′ têm um significado diferente da linha apresentada na Figura 1: na
Figura 1 a linha define o comprimento livre mínimo ao passo que nas Figuras 8 e 9 as linhas definem
o comprimento útil Lu.

Como exemplo, considere-se o caso em que o ângulo de resistência ao corte já afectado do
coeficiente de segurança apropriado é igual a 30◦, α = 20◦, um ângulo de inércia sísmico de 12o

(correspondente a θ/φ ′ = 12/30 = 0,4). O ângulo de resistência ao corte define o gráfico a usar,
neste caso o gráfico inferior da Figura 8, que está de novo representado na Figura 10.

A partir do ponto O, representa-se a linha com a inclinação das ancoragens, tendo-se que o
ponto de intersecção desta linha com a correspondente a θ/φ ′ = 0,4 permite definir o comprimento
mínimo Lu/h, tal como assinalado na Figura, que é de 1,70.

6 – CONCLUSÕES

Apresentou-se uma metodologia para o dimensionamento de cortinas mono-ancoradas sob ac-
ções sísmicas com base nos métodos do apoio simples e de Broms. Os resultados obtidos traduzem
uma situação de equilíbrio limite, tanto para o comprimento da profundidade enterrada como para
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25◦ e 30◦. Para utilização prática, os valores de φ ′ devem ser os valores afectados de coeficiente de segurança.
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Fig. 10 – Exemplo de aplicação da proposta de critério para a localização das selagens das ancoragens para o
caso de φ ′ = 30◦, α = 20◦ e θ/φ ′ = 0,4.

o comprimento útil das ancoragens, pelo que, para utilização em (pré-)dimensionamento os coefi-
cientes de segurança devem ser aplicados a φ ′ e a q, sendo os valores de cálculo destas grandezas
aqueles que devem ser considerados. Tal procedimento é adequado à Combinação 2 da Abordagem
de Cálculo 1 do Eurocódigo 7, que será a condicionante na verificação da estabilidade global.

Mostrou-se que a acção sísmica pode ser unicamente representada pelo ângulo de inércia sís-
mica, o que equivale, na prática, a que a situação condicionante seja a que considera o valor negativo
do coeficiente sísmico vertical, kv.

Mostrou-se igualmente que o efeito da sobrecarga no comprimento útil mínimo das ancoragens
é muito pequeno para valores de q/(γh) inferiores a 0,2, a que deverá corresponder a maioria dos
casos práticos.

Com base nestes pressupostos, foram preparadas figuras que podem facilmente ser usadas como
critério para o pré-dimensionamento do comprimento útil das ancoragens.
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